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Résumé

Ce mémoire se compose de trois parties différentes. La premiére porte
sur ’étude de la linéarisation d’un probleme aux limites pour une loi
de conservation scalaire. Nous y prouvons ’existence de solution mesure
pour le probléme obtenu par linéarisation autour d’une solution discon-
tinue de I’équation scalaire. Dans les deuxieme et troisieme parties, nous
nous intéressons a certains modeles de relaxation pour les systemes hy-
perboliques de lois de conservation et a des problemes de couplage du
type « modele a I’équilibre - modele hors équilibre ». La seconde par-
tie est ainsi consacrée a 1’étude d’'un modele de relaxation semi-linéaire
pour une loi de conservation scalaire et au probléme du couplage entre le
modele de relaxation et le modele a 1’équilibre. Nous prouvons par une
nouvelle méthode la convergence d’un schéma de relaxation vers la solu-
tion entropique de la loi de conservation scalaire et un résultat analogue
pour le schéma couplé lorsque le flux est une fonction croissante. En-
fin, nous nous intéresserons dans la troisieme partie au couplage entre le
systeme d’Euler de la dynamique des gaz et un systéme de relaxation qui
lui est associé. Nous établissons les conditions de couplage et étudions
le probleme de Riemann couplé dans la classe des fonctions continues a
Iinterface.

Abstract

This PhD thesis is divided into three different parts. The first one deals
with the linearization of a boundary value problem for a scalar conserva-
tion law. We prove existence of a measured-valued solution of the linea-
rized problem, when we linearize at a discontinuous basic solution. The
second and third parts concern relaxation approximation for hyperbolic
systems of conservation laws and « equilibrium model - non equilibrium
model » coupling problems. In the second part we are interested in a
semi-linear relaxation approximation for a scalar conservation law and
in the coupling of the relaxation model with the equilibrium model. We
prove by using a different method firstly the convergence of a relaxation
scheme towards the unique entropy solution of the scalar conservation
law and then a similar result for the coupled scheme, when we assume
that the flux is a strictly increasing function. Finally, the third part
treats the coupling of Euler’s equations of gas dynamics with an asso-
ciated relaxation system. We establish the coupling conditions and solve
the Riemann problem in the class of functions which are continuous at
the coupling interface.
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Introduction générale

Les systémes hyperboliques non-linéaires décrivent de nombreux phénomenes phy-
siques, notamment dans le domaine de la mécanique des milieux continus. Un cas
particulier est celui des systémes de lois de conservation

d
oUu 0
T4y Z RO =0 1
at + . al'j ]( ) ’ ( )
J=1
ott U : R% x [0, +0o[— © C R™ est un champ vectoriel de composantes (Uy,-- -, Uy),

chaque U; représentant la densité d’'une quantité conservée au cours du temps dans un
certain domaine de lespace R¢, et les fonctions F;:Q — R les fonctions de flux.
En intégrant chacune de ces équations sur le domaine en question, on s’apercoit que la
variation de la masse totale des quantités U; n’est due qu’aux variations du flux le long
du bord, typiquement & la différence entre le flux « sortant » et le flux « rentrant » dans
ce domaine. La plupart des lois de conservation décrivant des systemes physiques sont
des systemes a d = 3 dimensions d’espace, mais souvent, par un argument de symétrie
spatiale, on peut se restreindre au cas unidimensionnel. Dans cette version simplifiée,
le systéeme (1) s’écrit
ou 0

Le systeme (2) est dit hyperbolique si, en chaque point U appartenant a €2, la matrice
jacobienne de f au point U, que 1'on note Df(U), possede N valeurs propres réelles et
une base de vecteurs propres. De nombreux problemes, tels que la dynamique des gaz,
I’élastodynamique, la propagation d’ondes acoustiques, etc., conduisent a des systemes
de ce type. La version scalaire (n=1)

ou 0

o o (u) =0, (3)

avec u : R — R et f € C*(R;R), décrit par exemple des problemes de trafic routier
et reste un probléme important pour comprendre le cas vectoriel.

Il est connu que, en général, le probleme de Cauchy pour I’équation (3) n’admet
pas de solution réguliere globale en temps, plutot di a son caractere non-linéaire qu’a
la non régularité des données initiales. Il faut donc considérer une formulation faible de
ce probleme. Cependant, le probleme de Cauchy reste mal posé dans ce cadre faible,
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notamment parce que sa solution peut ne pas étre unique. Dans [Kru70], Kruzkhov
prouve que le probleme de Cauchy pour (3) est bien posé sous la condition que la
solution vérifie des inégalités d’entropie, celles-ci permettant de sélectionner parmi les
solutions faibles celle qui est physiquement admissible. Ce résultat a été établi en prou-
vant la convergence d’une suite de solutions de I’équation (3) avec viscosité (c’est-a-dire
avec un terme £Au dans le second membre) vers I'unique solution de I’équation non-
visqueuse. Du point de vue mathématique, les outils utilisés ont été des estimations de
la norme L™ et de la variation totale des suites approchées. La limite appartient ainsi
a lespace L*° N BV, qui est ’espace naturel pour I’étude des équations scalaires.

Dans le contexte des systemes, la preuve de Kruzkhov n’a pu étre établie que dans
des cas particuliers. Notamment, puisque pour n > 1 il n’est possible pas en général
d’établir une estimation de la variation totale des suites approchées. D’autres outils sont
utilisés, quand 'on dispose toutefois d’'une borne de la norme L°°, comme les résultats
de compacité développés par Tartar ([Tar79]) et mis en oeuvre par DiPerna ([DiP83]).
Cependant, cette stratégie ne peut étre appliqué que pour tres peu de systéemes, dont
certains de taille 2, comme le systeme de la dynamique des gaz isentropique, ou dans
la classe de systemes dits de Temple.

Dans ce contexte, un cas particulier du probleme de Cauchy s’avere étre essentiel,
tant pour la compréhension de celui-ci que pour la construction de schémas numériques
approchant les solutions de (2). Il s’agit du probléme de Riemann, c’est-a-dire le
probleme de Cauchy avec une donnée initiale constituée de deux états constants séparés
par une discontinuité. On s’attend a ce que la structure de la donnée se propage de
fagcon auto-semblable, c’est-a-dire que la solution d’un tel probléme ne dépende que du
rapport 7. Le résultat d’existence et d'unicité de solution du probleme de Riemann
pour un systeme de lois de conservation général en une dimension d’espace est di a
Lax ([Lax57]). Il n’est valable que pour des donnés initiales & variation totale petite, et
admet ’hypothese que la solution ne soit constituée que d’ondes simples, c’est-a-dire
des chocs, des discontinuités de contact ou des détentes. Pour des données initiales
arbitraires, une étude au cas par cas est nécessaire.

Dans ce mémoire nous nous sommes intéressés a trois problemes concernant les
équations du type (2) et (3).

Le premier porte sur la linéarisation d’un probléme aux limites pour ’équation (3)
autour d’une solution particuliere de cette équation. Cette question est liée a 1’étude
de la stabilité et de l'instabilité des écoulements par rapport aux perturbations des
données. Pour les équations hyperboliques, le probleme de la stabilité non-linéaire de
ses solutions s’avére étre en général un probléeme difficile. Un probléme plus abordable
et qui est un premier pas vers la résolution de cette question est celui de la stabilité
linéarisée. Dans le cas des problemes avec bord, Bardos, Le Roux et Nédélec ([BLNT79])
ont appliquée la stratégie de Kruzhkov pour prouver ’existence d’une unique solution
vérifiant des inégalités d’entropie. Nous considérons ici la solution fournie par ce moyen
et étudions le probleme aux limites pour I’équation linéarisée.

Le deuxiéme probléme porte sur des modeles de relaxation pour les équations (2).
Si ’on néglige les effets extérieurs, de nombreux phénomenes physiques sont décrits par
des équations hyperboliques, et leur évolution est ainsi gouvernée par les variations de
flux de leurs composants. Parfois cependant, d’autres facteurs tels que des réactions
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chimiques, des échanges thermiques ou la présence de forces extérieures au systeme
peuvent intervenir de maniere non négligeable. Les quantités U; ne sont alors plus
conservées et dans ce cas, ce n’est plus une équation homogene comme (2) qui décrit
I’évolution du systeme mais une équation avec un terme source :

ou 0

ot * Oz
Nous nous intéressons a un type particulier d’équations hyperboliques avec terme source
qui sont les systemes de relaxation. La plupart des systemes physiques dont nous parlons
admettent naturellement un état d’équilibre qui tend a se maintenir au cours du temps
et si une perturbation est appliquée a cet équilibre, ils tendent rapidement a relaxer
vers I’équilibre. Du point de vue mathématique, ce processus de relaxation est décrit
par un systeme avec un terme source du type

(U) = S(U).

S(U) = LRO),

ou ¢ représente un temps de relaxation. Celle-ci se faisant a une échelle de temps
beaucoup plus petite que celle caractéristique de I’évolution du systeme, € est tres petit.
Quand £ = 0, on a formellement R(U) = 0 et le systéme retrouve ’équilibre. Le sujet de
I’analyse théorique et de ’approximation numérique des systemes hyperboliques avec
relaxation fait 'objet d’une vaste littérature, un travail fondamental étant [CLL94],
ou les auteurs étudient de fagon générale ce type d’équations. Dans [JX95], Jin et
Xin proposent une classe de schémas numériques, des schémas de relaxation, basés sur
I’approximation des lois de conservation scalaires par des systémes de relaxation. Ces
auteurs ont mis en évidence l'intérét de construire des schémas numériques de ce type :
les systemes de relaxation se comportant bien a la limite € = 0 constituent, du point de
vue numérique, un moyen d’approcher simplement un systéme de lois de conservation.
En effet, il peut étre coliteux ou difficile d’écrire un solveur de Riemann pour le terme
non linéaire f(u). On introduit alors parfois intentionnellement des termes de relaxation
artificiels dans les systemes homogenes, ce qui permet de résoudre, a chaque pas de
temps, un systeéme linéaire (ou linéairement dégénéré), ce qui du point de vue discret
est beaucoup plus simple.

Dans ce mémoire, nous avons étudié deux modeles de systéemes avec relaxation.
Le premier est celui introduit dans [JX95], pour lequel nous prouvons par une nou-
velle méthode la convergence d’un schéma numérique approchant la loi de conservation
scalaire (3). Le deuxiéme est un modele de relaxation pour le systeme d’Euler de la
dynamique des gaz, que nous avons considéré dans le cadre d’un probléeme de couplage
sur lequel nous reviendrons dans la suite.

Le dernier type de problemes auxquels nous nous sommes intéressés consiste en des
problemes de couplage du type « modele a I’équilibre - modele hors équilibre ». Dans
un contexte industriel, notamment dans le cadre de la thermohydraulique nucléaire,
on est souvent confronté a modéliser des systemes de grande complexité qui sont plus
facilement abordables quand chacune de leurs composantes est décrite par un modele
précis. En effet, dans la simulation numérique de systéemes a plusieurs composantes
ou ayant un domaine de définition de géométrie complexe, on utilise fréquemment des
modeles différents pour décrire plus précisément chaque composante ou chaque partie
du domaine.
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Dans la simulation des réacteurs, afin de mieux décrire chaque partie du réacteur
et d’obtenir localement une meilleure description géométrique de l’écoulement, des
codes numériques différents, approchant différents systemes d’équations, sont utilisés
(cf. [ACC+05al). Par exemple, dans les tuyaux, on peut utiliser un modele & 6 équations
(unidimensionnel) décrivant la conservation de la masse, de la quantité de mouvement
et de 'énergie de chaque fluide qui y coule (eau et vapeur), et dans le coeur du réacteur
un modele a 3 équations, traduisant la conservation de la masse, de la quantité de mou-
vement et de I'énergie globales du mélange diphasique eau-vapeur. Ce dernier modele
peut étre encore remplacé par un modele a 4 équations avec un terme de relaxation
décrivant le transfert de masse entre les deux phases. Un autre cas ou ce type de
procédure de couplage intervient est la modélisation d’un écoulement en transition de
milieux libre & milieux poreux (cf. [ACC+05a] et les références qui y sont citées).

Du point de vue théorique, cette procédure consiste a coupler deux systemes d’équa-
tions aux dérivées partielles séparés par une interface. Cette interface n’est pas physique,
au sens ou elle n’est pas présente dans le vrai modele mais a été introduite fictivement
pour marquer la séparation des composantes modélisées. Il est évident que les deux
systemes doivent étre en quelque sorte compatibles entre eux. La problématique du
couplage industriel implique de comprendre comment coupler les modeles simulés de
part et d’autre de l'interface de fagon a pouvoir décrire 1’écoulement global de fagon
correcte. Ce probleme peut étre analysé a trois niveaux distincts : au niveau de la
modélisation physique, pour choisir la bonne information a transmettre a l'interface;
au niveau de I’analyse mathématique du probléme couplé ainsi obtenu ; enfin, au niveau
de 'analyse et simulation numérique de celui-ci. Relativement au premier point, il faut
définir des conditions, dites conditions de transmission, précisant I'information échangée
entre les systemes a l'interface de couplage. Dans la plupart des cas, c’est le choix
physique qui dicte ces conditions de transmission.

Dans ce contexte, dans un premier temps nous avons étudié, du point de vue
numérique, un probleme modele pour ce type de couplage, qui est celui du couplage
entre une loi de conservation scalaire et un modele de relaxation qui lui est associé. Nous
avons montré dans un cadre simple un résultat de convergence d’un schéma numérique
couplé vers la solution du probléeme couplé. Dans un deuxiéme temps, nous nous sommes
proposés d’étudier le probleme du couplage entre le systeme d’Euler de la dynamique
des gaz et un systeme de relaxation, dit HRM (de I’anglais Homogeneous Relaxation
Model), qui lui est associé. Au niveau vectoriel, I’étude du probleme couplé et en par-
ticulier des conditions de couplage est beaucoup plus complexe qu’au niveau scalaire.
La condition de couplage qui est proposée (qui est une extension de celle introduite par
Godlewski et Raviart dans [GR04]) requiert de connaitre la structure du probleme de
Riemann pour les deux systemes a coupler, notamment le signe de la vitesse des ondes
qui la composent. Nous avons ainsi fait cette étude dans ce cas, ce qui nous a parmi
d’étudier le probleme de Riemann couplé dans une classe particuliere de solutions, celle
des fonctions continues a l'interface.

Nous décrivons dans la suite plus en détail le plan et le contenu de chaque partie
de ce mémoire.
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I. Linéarisation d’un probléme aux limites pour une loi de conservation
scalaire.

Considérons la loi de conservation scalaire (3) et u une solution particuliere de cette
équation. Etudier la stabilité linéarisée de u correspond & déterminer le comportement
asymptotique des solutions de ’équation linéarisée

ov 0 ,, B
a%—%(f (u)v) =0. (4)

Quand la solution de base u présente des discontinuités, I’équation (4) devient une
équation a coefficients discontinus et n’admet en générale de solution dans aucun espace
de fonctions.

Dans cette premiere partie, on s’intéresse, tant d’un point de vue théorique que
numérique, a la linéarisation d’une loi de conservation scalaire autour d’une solution
entropique d’un probleme aux limites pour celle-ci. Cette étude se base sur les travaux
de Godlewski, Olazabal et Raviart ([GOR98], [GOR99], [GRO00]) sur la linéarisation de
systemes hyperboliques de lois de conservation dans le cadre du probleme de Cauchy.
En suivant leur approche, nous étudions le probléeme aux limites pour 1’équation (4),

% 2 () =0,
v(z,0) = vo(x), (5)
v(0,t) = b(t),

lorsque u est la solution du probléme aux limites pour I’équation (3) :

ou 0
a‘i‘%f(u) =0,

u(z,0) = up(z), (6)
u(0,t) = a(t).

Le caractere non-linéaire de (6) ne permet pas que la condition aux limites u(0,t) = a(t)
se vérifie au sens fort et dans [BLNT79], les auteurs on précisé le sens a donner a cette
condition aux limites.

Dans le cas ou u présente une discontinuité sur une courbe de choc, nous construi-
sons une solution mesure pour (4), comportant une masse de Dirac concentrée sur la
courbe de discontinuité de u. Nous nous proposons ensuite de justifier que, dans le cas
particulier ot f est une fonction convexe, la linéarisation de la condition aux limites
proposée par Bardos, Le Roux et Nédélec conduit a une formulation de la condition aux
limites pour le probleme (5) qui est cohérente avec sa nature linéaire. Nous abordons
ensuite I'approximation numérique des solutions de I’équation linéarisée, en reprenant
un schéma numérique proposé dans [GOR9S8| pour le cas du probleme de Cauchy. Ce
type d’étude concernant le probléme mixte peut se justifier dans le cadre des systemes
couplés comme ceux étudiés dans les deuxieme et troisieme parties.
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I1. Lois de conservation scalaires : approximation par relaxation et couplage
Nous considérons ici le modele de relaxation de Jin et Xin ([JX95]) :

Oue n ove 0
Ov, 90u: 1

at +a ax :g(f(ua)_ve),

ou f est le flux de (3) et a une constante positive. Ce modele décrit un processus de
relaxation pour 1’équation scalaire (3). Formellement, lorsque ¢ — 0, la limite (u, v) des
solutions (ue,v:) de (7) vérifie v = f(u), et u est alors solution de (3). L’équation (3)
est donc celle qui décrit I’état d’équilibre pour les solutions de (7). Cette limite formelle
devient exacte, pourvu que ’on impose une condition de stabilité pour les solutions de
(7), qui se traduit par

—a < f'(u) < a, ¥ u.

Dans la deuxiéme partie de ce mémoire, nous reprenons le modele de relaxation (7)
et nous nous proposons de montrer, dans un premier temps, la convergence d’un schéma
numérique pour approcher les solutions de (7). Le premier chapitre de cette partie a
ainsi pour but une étude théorique et numérique du modele (7). Nous présentons, d'une
part, des résultats d’existence et unicité de solution de (7). Ces résultats sont classiques
dans la théorie des systemes de relaxation, mais pour une question de cohérence nous
choisissons de les présenter ici. D’autre part, dans [LS01] Lattanzio et Serre considerent
un schéma numérique pour approcher les solutions de (7) et prouvent, en utilisant une
technique de compacité par compensation, la convergence des solutions approchées vers
une solution entropique de I’équation a I’équilibre (3), lorsque le temps de relaxation e
et le pas de maillage tendent vers 0. Nous nous proposons ici de présenter une nouvelle
méthode pour démontrer ce résultat, basée sur des estimations de la variation totale
des solutions approchées.

Le troisieme chapitre de cette partie a pour but I’étude du couplage, dans un cadre
simple, entre 1’équation (3) et le systeme de relaxation (7). Ceci est 'exemple le plus
simple d’'un couplage du type modele de relaxation - modele a ’équilibre. Puisque
I’équilibre se traduit par une relation fonctionnelle entre les variables relaxées, les
systemes de relaxation sont par nature des systemes de taille supérieure par rapport
aux modeles a I’équilibre. Ce type de couplage se traduit alors toujours par un couplage
entre systemes de tailles différentes. En reprenant la définition de couplage par état in-
troduite par Godlewski et Raviart dans [GR04], notion que I'on présente dans un cadre
général au deuxieme chapitre de cette partie, on définit une condition de couplage pour
le systeme couplé. Dans un premier temps on s’intéresse alors a I’existence de solution
du probleme couplé, lorsque le flux f est une fonction strictement monotone. Dans un
deuxiéme temps, nous proposons une méthode numérique double-flux pour approcher
les solutions du probléeme couplé, en adaptant a ce contexte la méthode proposée par
Abgrall et Karni dans [AKO1]. En suivant la méme stratégie que dans le premier cha-
pitre, nous avons pu montrer la convergence du schéma numérique couplé, dans le cas
ou la fonction flux est telle que f’'(u) > 0, Vu.
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ITI. Le couplage entre le systéeme de la dynamique des gaz et le systéme
HRM.

Cette derniere partie concerne le couplage de systemes hyperboliques d’équations
aux dérivées partielles issus de la thermohydraulique.

Les modeles que nous avons étudiés rentrent dans la problématique principale du
groupe de travail hebdomadaire Ecoulements Diphasiques qui a lieu dans le cadre d’une
collaboration entre le Commissariat a I’Energie Atomique et le Laboratoire Jacques-
Louis Lions de I'Université Pierre et Marie Curie, ou j’ai effectué ma these. Une question
abordée dans ce groupe de travail est le couplage de modeles mathématiques ou de codes
numériques décrivant la thermohydraulique de réacteurs nucléaires.

Dans ce contexte, nous avons étudié le probleme du couplage entre le systeme d’Eu-
ler de la dynamique des gaz et un systeme de relaxation, dit HRM (de ’anglais Homo-
geneous Relaxation Model). Le systeme d’Euler s’écrit

dp 0 B
N + %(PU) =0,

o)+ 2?4 p) =0, Q

2 (pe) + 2 ((pe +pu) = 0.
Il traduit, pour un fluide compressible non visqueux en dimension 1, les lois de conser-
vation de la masse, de la quantité de mouvement et de 1’énergie totale. Ci-dessus, p
représente ainsi la densité du fluide, u la vitesse de I’écoulement et e = %uQ + ¢ ’énergie
totale spécifique, donnée par la somme de I’énergie cinétique et de 1’énergie interne
spécifique e. Le systeme (8) doit étre fermé par une équation d’état qui exprime en
général la pression p en fonction de p et de ¢.

Dans un cadre général, ce modele peut décrire des phénomenes complexes tels que
des transitions de phase. Nous allons nous intéresser ici & un modele simple de transition
de phase (liquide-gazeuse), qui correspond au systéme (8), muni de la loi de pression

(71— 1)pe, p < pi,
p=pe(p,e) =9 (1 —1pie=(r2—1)pse, pi <p<ps, 9)
(v2 — 1)pe, p = P

Ici p] et p5 correspondent a des densités de saturation des phases gazeuse et liquide,
respectivement. Pour des densités inférieures a pj, le fluide est ainsi en phase vapeur,
pour des densités supérieures a p3, en phase liquide, et pour des densités entre p] et p3,
le fluide est un mélange de gaz et de liquide. En phase pure le fluide évolue selon une
loi d’état du type gaz parfait et en présence de mélange les pressions correspondant
aux deux phases sont supposées égales.

Le systeme (8) avec une loi de pression ainsi définie présente un défaut de régularité,
puisque (9) ne définit pas une fonction de classe C*. Du point de vue hyperbolique,
ceci introduit une discontinuité au niveau des valeurs propres de (8). Il s’avere alors
plus simple de remplacer le modele (8)-(9), par un modele augmenté mais ayant de
meilleures propriétés hyperboliques. Le modele que nous allons considérer est le modele
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homogene de relaxation, qui est donné par le systeme

;

0 0
a(pa) + %(pau) = )‘Op(aeq(p) - Oé),
0
P o (ou) =0,
p) o
a(ﬂu) + %(PU +p) =0,
0 0
\ &(Pe) + %((Pe +pu) =0,

et qui correspond au systeme de la dynamique des gaz avec une équation supplémentaire
de relaxation. La variable a représente un taux de présence de la phase vapeur dans le
mélange et la premiére équation de (10) décrit les transferts de masse entre les deux
phases. La pression p prend désormais la forme

p=pr(o;pe) = (7104 +72(l —a) - 1),05,

et, quand le temps de relaxation %O — 0, on a

o — aeq(f))>

avec
pR(aeq(p), P, 8) = pE(p7 5)'

Dans cette troisieme partie nous étudions le couplage a une interface fixe, placée en
x = 0, entre le systeme de la dynamique des gaz (8) et le systeme HRM (10). En suivant
la série de travaux [ACC+05a], [ACC+05b], [ACCHc] et [ACC+05d], nous proposons
des conditions de couplage au niveau de 'interface basées sur la définition du couplage
par état introduite dans [GLRO5] et sur un choix des variables & coupler. Notre but
a été d’effectuer une étude théorique des conditions de couplage et du probleme de
Riemann couplé. Pour ce faire, il a fallu étudier les ondes et le signe de leur vitesse
pour le systeme HRM, puisque le probleme du couplage fait intervenir la solution du
probleme de Riemann et en particulier la vitesse des ondes qui la composent. Nous avons
ainsi pu décrire les conditions de couplage par moyen d’équations analytiques reliant
les vecteurs (p,u,p)(07,t) et (o, p,u,p)(07,¢) et, dans un dernier temps, résoudre le
probleme de Riemann couplé dans la classe des solutions continues a l'interface.
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Introduction

Un des problemes auquel on s’intéresse dans le cadre de la mécanique des milieux
continus est celui de la stabilité des écoulements. Comme ce type de probléme s’avere
parfois complexe du point de vue analytique, un premier pas pour sa résolution consiste
a étudier la stabilité linéarisée d’un certain écoulement de base donné, ce qui se tra-
duit par I’étude du comportement asymptotique en temps des solutions de 1’équation
linéarisée autour de I’écoulement de base. Dans le contexte des écoulements modélisés
par des lois de conservation, les solutions peuvent présenter des discontinuités, typi-
quement des sauts correspondant a la formation de chocs ou & des discontinuités de
contact. Dans ce cas, I’équation linéarisée est une équation de conservation avec des co-
efficients discontinus et elle n’a plus de sens dans des espaces de fonctions, ses solutions
étant des solutions mesures, composées de masses de Dirac concentrées sur les lignes
de discontinuité de la solution de base.

Dans cette premiere partie de la these nous nous intéressons a 1’étude d’un probleme
aux limites pour I’équation scalaire

ov 0 ,, B

Ce probleme est issu d’un probleme de linéarisation simple, celui de la linéarisation de
la loi de conservation scalaire 9
S o fw) =0 (2)
autour d’une solution entropique u d’un probléme aux limites pour cette équation.
Décrivons plus en détail ce probleme de linéarisation.
Soient ug et a des fonctions données et considérons le probléme mixte pour I’équation
(2) dans le quart de plan {(x, t)y:x>0,t> 0}, de donnée initiale g,

ug + (f(u))aC =0, z>0,t>0,
u(z,0) =ugp(z), x>0,

et condition aux limites

u(0,t) = a(t),
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condition & prendre dans un sens faible qui sera précisé dans la premier chapitre de cette
partie. La théorie classique pour ce type de problemes est due & C. Bardos, A. LeRoux et
J.-C. Nédélec qui prouvent dans [BLN79] un résultat d’existence et d’unicité de solution
entropique pour le probléme mixte, analogue a celui de S. N. Kruzhkov ([Kru70]) pour
le probleme de Cauchy.

Considérons u une solution entropique du probléme mixte et supposons a. une
perturbation de la condition aux limites a dépendant de facon réguliere d’'un petit
parametre € :

e =a+¢ebe +---.

Supposons aussi que I'on peut développer la solution u. du probleme mixte correspon-
dant, de condition aux limites a., sous la forme

Ue = U+ EVe + -+ . (3)
Alors, au moins formellement, on obtient que, a la limite ¢ — 0, la perturbation du

premier ordre
Ue — U

v = lim
e—0 IS

(4)
est solution d’un probléme mixte pour I’équation linéaire (1), de condition aux limites b.
Si la solution de base u est une fonction réguliere, (1) est une équation linéaire a coeffi-
cients réguliers et sa résolution ne pose pas de difficulté majeure. Mais il est connu de la
théorie classique des systémes hyperboliques que les solutions de (2) peuvent développer
des discontinuités en temps fini méme si les données sont des fonctions régulieres. Sil’on
est dans cette situation, (1) devient une équation a coefficients discontinus. En suivant
I'approche introduite par E. Godlewski, M. Olazabal et P.-A. Raviart dans [GOR98],
[GOR99] et [GROO], nous allons montrer que le probleme mixte pour I’équation (1)
admet dans ce cas des solutions mesures composées de masses de Dirac concentrées sur
les courbes de discontinuité de u. Pour cela, on utilise la définition de produit de Vol-
pert (cf. [Vol67], [DLM95]) pour donner un sens au produit de la fonction discontinue
f'(u) par de telles mesures. L’approche utilisée est une approche directe. Nous vou-
lons toutefois faire référence aux travaux de F. Bouchut et F. James qui, dans [BJ98a)
et [BJ98b], justifient l'existence d’une solution mesure du probléeme de Cauchy pour
I’équation (1) comme étant la dérivée de la solution a variation bornée w de I’équation
non-conservative

ow ;o Oow

dans le contexte des solutions de dualité. Notre travail ne rentre pas dans ce cadre.

Le plan de cette premiere partie est le suivant. Dans un premier temps, nous
présentons la théorie de Bardos, LeRoux et Nédélec sur les problemes mixtes. Dans
un deuxieme temps nous nous intéressons, du point de vue théorique, au probleme
mixte pour ’équation (1), quand la fonction u présente une discontinuité de saut sur
une courbe ¥ = {z = ®(t), ¢t > to}, sur laquelle les relations de saut de Rankine-
Hugoniot sont vérifiées, u étant réguliere en dehors de X. Nous nous restreignons au
cas ou la discontinuité ne rencontre pas la frontiere x = 0. Sous cette hypothese, nous
présentons un résultat d’existence de solution mesure composée d’une masse de Dirac
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concentrée sur la courbe . Nous montrerons aussi, dans le cas ou le flux f est une
fonction convexe, que la linéarisation de la condition aux limites pour le probleme non
linéaire conduit a une formulation de la condition aux limites pour I’équation linéarisée
cohérente avec celle donnée par la théorie des équations de transport linéaires. Nous
présentons encore un exemple simple pour lequel le développement formel (3) est va-
lable et pour lequel la limite (4) correspond bien a la solution mesure du probleme
aux limites pour I’équation (1). Dans un troisieme temps nous nous intéressons a ’ap-
proximation numérique du probleme linéarisé. Nous présentons des tests numériques
effectués ayant pour base le schéma de Roe linéarisé proposé par Godlewski, Olazabal

et Raviart dans [GOR9S].






CHAPITRE 1

Etude théorique du probleme linéarisé

1.1 Le probleme aux limites pour une loi de conservation
scalaire

Nous présentons ici la théorie classique sur le probleme aux limites pour les lois de
conservation hyperboliques. Nous nous restreindrons aux équations scalaires et, sans
perte de généralité, au probleme aux limites dans le quart de plan [0, +00[x [0, +0o0].

Soient up € BV([0,4+o0[) et a € BV([0,T]), YI' > 0, des fonctions données.
Considérons la loi de conservation scalaire

ug + (f(u)), =0 (1.1)

et le probléeme mixte pour 1’équation (1.1) dans [0, +00[Xx [0, +0o0o[, de donnée initiale uy,

ut—i-(f(u))x:O, z>0,t>0, (12)

U(.%',O) = Uo(iﬁ), z >0, .
et condition aux limites

u(0,t) = a(t). (1.3)

On considere que ’espace admissible pour les états u dans les équations ci-dessus est
un ouvert U C R. Le flux f est une fonction réguliere donnée, définie sur U et a valeurs
dans R.

Des exemples simples montrent qu’il existe une différence structurelle entre le pro-
bléeme aux limites et le probleme de Cauchy pour les équations hyperboliques. Notam-
ment le fait que la condition aux limites au sens fort (1.3) ne peut pas toujours étre
satisfaite, le probléme aux limites ainsi défini n’étant pas, en général, bien posé dans
aucun espace de fonctions. Pour illustrer ce fait, prenons un exemple ou le flux f vérifie
/>0 4 la frontiere z = 0, le cas plus simple étant f(u) = u. La solution du probléme
(1.2)-(1.3) peut alors s’obtenir par la méthode des caractéristiques (qui rentrent dans
le domaine sur le bord 2 = 0) et est donnée par

u(t,z) = {uo(a: —t), x>t

alt—z), 0O0<z<t.
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La condition aux limites au sens fort (1.3) est ici vérifiée. Prenons maintenant ’exemple
ou le flux a une dérivée négative sur les points du bord, par exemple f(u) = —u. A
nouveau par la méthode des caractéristiques (qui sont maintenant sortantes sur les
points du bord), on obtient cette fois que le probleme (1.2) a comme solution la fonction

u(t,r) = uo(x + 1)

et dans ce cas la condition au bord (1.3) n’est pas prise en compte.

Ces deux exemples simples montrent que le sens de la condition aux limites en x = 0
est a préciser et que, selon la fonction f, il peut exister ou non une solution du probléeme
aux limites (1.2)-(1.3) lorsque la condition (1.3) est imposée fortement.

Le probléeme mixte pour les lois de conservation scalaires a été étudié pour la
premiere fois par C. Bardos, A. LeRoux et J.-C. Nédélec dans [BLN79]. Dans ce travail,
les auteurs ont donné un sens a la condition aux limites & prendre pour le probleme
(1.2), en considérant, comme pour le probleme de Cauchy (cf. [Kru70]), le probleme
mixte comme la limite des problemes paraboliques approchés

Uey + (f(ue))e = eAug, x>0, t >0,
ue(z,0) = up(z), x>0, (1.4)
ue(0,t) = a(t), t>0,

quand le parametre de viscosité € > 0 tend vers zéro. La théorie classique sur ce type
d’équations donne I’existence d’une solution u. de (1.4) qui est réguliere & I'intérieur de
son domaine, sa régularité en © = 0 et en ¢t = 0 dépendant de celle des données ug(z)
et a(t). D’apres Bardos, LeRoux et Nédélec, la suite u. des solutions du probleme
régularisé (1.4) admet une limite u dans L';,.(]0, +00[x[0, +-00[), solution entropique
du probléme mixte (1.2), de condition aux limites a, au sens suivant :

Théoréme 1.1 (Bardos, LeRoux, Nédélec, [BLN79]).

Soient ug € BV([0,400]) et a € BV([0,T[), Y T > 0, et u la limite, dans
L1150([0, +00[x [0, +00]), de la suite u. des solutions du probléme (1.4), lorsque € — 0.
Alors uw € BV([0,400[x[0,T]), V T > 0, et u est une solution faible, dans
10, +00[%]0, +00[, du probléme (1.2)

ug + (f(u), =0, x>0, t>0,
u(z,0) = up(z), = > 0.

De plus, pour tout ¢ € C(]0,+00[x[0,+00[), > 0, et pour tout k € R, u vérifie
linégalité d’entropie

400 ptoo
/0 /0 (|U—]€|%f+sgn(u—k)(f(u)—f(k))g(j) dx dt+
/(:Oo |uo(z) — k|p(x,0)dw + /(:Oo sgn(a(t) — k) (f(u(0,1)) — f(k))e(0,t)dt > 0.
(1.5)

Cette solution est unique.



1.1. LE PROBLEME AUX LIMITES POUR UNE LOI DE CONSERVATION SCALAIRE 27

Remarque 1.1.

Dans le théoréme ci-dessus, u(0,t) désigne la trace, au sens des fonctions & variation
bornée, de la fonction u € BV (|0, +00[x[0,T]), VIT' > 0, sur la droite x = 0 (nous
référons par exemple 'ouvrage [EG92] pour des détails sur les propriétés des fonctions

BV).

En considérant des fonctions test ¢ approchant la fonction caractéristique de I’en-
semble {0} x [0, +-00[, les auteurs montrent que la condition aux limites pour le probleme
(1.2) peut s’interpréter dans les termes suivantes : si I'on considére une donnée a(t) en
x =0, la trace u(0,t) de u en & = 0 doit vérifier, pour presque tout ¢ > 0, I'inégalité

(f(uw(0,8)) — f(k))sgn(u(0,t) — k) <0, V k € I(u(0,t),a(t)),
ou I(u(0,t),a(t)) désigne l'intervalle
[ min{w(0,1), a(t)}, max{u(0,t), a(t)}].
L’inégalité ci-dessus peut s’écrire sous la forme

f(u(0,1)) — f(k)
u(0,t) — k

<0, Vkel(u,t),a(t)). (1.6)

La condition aux limites pour le probleme (1.2) doit alors étre entendue dans le sens
de (1.6).

Nous décrivons maintenant une autre formulation pour le probleme mixte, proposée
par F. Dubois et P. LeFloch dans [DL88]. Pour u4 et uq € U, on désigne par w(%; Ug, ud)
la solution du probléeme de Riemann

ut—i-(f(u))x:O, rEeR, t>0,

Uug, <0, (1.7)
u(z,0) = ug(z) = {Uz o0

Rappelons que le probleme de Riemann pour une loi de conservation est le probléeme de
Cauchy avec une donnée initiale correspondant a un saut séparant deux états constants,
comme la fonction wug ci-dessus, et que pour ce type de probleme, la structure de la
donnée initiale se propage de fagon auto-semblable, c’est-a-dire sa solution ne dépend
que du rapport 7.

On pose, pour t > 0,

(’)(a(t)) = {w(0+;a(t),ud) D ug € U}.

L’ensemble (’)(a(t)) est ainsi, pour chaque t fixé, I’ensemble des traces en x = 07 des
solutions de tous les problemes de Riemann pour 1’équation (1.1), dont la donnée initiale
prend la valeur a(t) pour x < 0.

Dans [DL88], les auteurs montrent que 'unique solution du probléeme mixte donnée
par le théoreme 1.1 est telle que sa trace u(0,t) en z = 0 vérifie, pour presque tout
t > 0, la condition

u(0,t) € O(a(t)). (1.8)
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Réciproquement, si u est une solution faible dans |0, +00[x]0, +oc] de la loi de conser-
vation scalaire (1.1), telle que u € BV ([0, +00[x[0,T), pour tout T > 0, et que sa
trace en x = 0 vérifie (1.8), alors u est 'unique solution du probléme mixte au sens de
Bardos, Le Roux et Nédélec. Autrement dit, pour une équation scalaire, la condition
de Bardos, Le Roux et Nédélec (1.6) et la condition de Dubois et LeFloch (1.8) sont
équivalentes.

Dans le cas particulier ou la donnée initiale et la condition aux limites sont res-
pectivement des constantes ug € R et a € R, dans [DL88] on montre que la solution
du probleme mixte est précisément la restriction a ’ensemble [0, +o0[% [0, +oo] de la
solution du probleme de Riemann (1.7), avec uy = a et ug = up.

Supposons maintenant que le flux f est une fonction strictement convexe, vérifiant

f” > ¢, avec ¢ une constante strictement positive. Une telle fonction vérifie

lirf f(x) = 400 et admet un minimum absolu f(u*). De plus, pour chaque a < u*
T— OO

(respectivement a > wu*), il existe a > u* (respectivement a < w*) unique tel que
f(a) = f(a). Pour une fonction f dans ces conditions, il est immédiat de vérifier que
la condition (1.6) équivaut a la condition suivante :

Pour presque tout ¢ > 0, u(0,t) vérifie

(1.9)

|
|
|
|
|
|
|
|
a u* a
F1G. 1.1 — La fonction convexe f

Dans ce cas, la solution du probléeme mixte (1.2)-(1.6), avec a(t) = a € R, up(x) =
up € R, est la restriction a [0, +00[x[0, +00[ de la solution du probleme de Riemann
pour I’équation (1.1) de donnée initiale

a, x<0,
ug, x>0,
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c’est-a-dire : si a > ug, le choc

L f(@) — fw)
)t a—uy
MOE e fe) - fw),
t a — ug
si a < ug, la raréfaction
a, 7 < f(a),
u(z,t) = (f)7(%), f'(a) <7< fluo),
uo, %> f'(uo)

1.2 Le probléeme mixte linéarisé

On s’intéresse au probleme mixte linéarisé

v+ (f'(uv), =0, =>0,t>0,
v(z,0) = vo(x), x>0, (1.10)
v(0,t) = b(t), t >0,

ou vy € BV (]0,+00]) et b sont données et u est la solution entropique du probleme
mixte (1.2)-(1.6), appelée solution de base.

Ce probleme est directement lié & I'analyse de la stabilité linéarisée de u par rapport
aux perturbations de la condition aux limites, dans le cadre défini par E. Godlewski
et P. A. Raviart dans [GRO0]. On considére a. une perturbation de la condition aux
limites a, dépendant d’un petit parametre €, de la forme

ae =a+¢eb.+ -,

et u. la solution du probléeme aux limites perturbé correspondant, de condition aux
limites a. (on ne perturbe pas la condition initiale). Si 'on suppose que u. admet un
développement autour de la solution de base u de la forme

Us = U+ EVe + -+, (1.11)

alors on obtient, a un niveau formel, que la perturbation du premier ordre

v=lim =% = = lim v, (1.12)
e—0 € e—0

vérifie le probléme (1.10), obtenu par linéarisation autour de la solution de base u, ou
b= lir%bs (avec vg = 0 mais nous allons considérer, ce qui ne change pas la structure du
E—

probleme (1.10), vp une condition initiale appropriée quelconque). Nous ne précisons
pas le sens du développement (1.11). Nous allons toutefois exhiber au paragraphe 1.2.2
un exemple simple pour lequel il est valable.
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Le probléme linéaire (1.10) est un probleme classique lorsque la solution de base u
est une fonction réguliere. Mais si u est une fonction discontinue, I’équation

v+ (f’(u)v)x =0 (1.13)

est a coefficients discontinus et, en général, le probleme aux limites correspondant
n’admet de solution dans aucun espace de fonctions. Il faut envisager des solutions
dans l’espace des mesures.

La linéarisation des systemes hyperboliques de lois de conservation a été étudiée
entre autre, dans le contexte du probleme de Cauchy, par E. Godlewski, M. Olazabal et
P.-A. Raviart dans [GOR98| et [GOR99], par Godlewski et Raviart dans [GRO0], par
C. Bardos et O. Pironneau dans [BP02] et par F. Bouchut et F. James dans [BJ98a],
dans le cadre des solutions de dualité. En privilégiant I’approche suivie par les premiers
auteurs, nous allons montrer l'existence de solution mesure pour le probleme (1.10),
lorsque la solution de base u présente une discontinuité sur une courbe de choc.

1.2.1 La solution du probléme linéarisé dans le cas ou la solution de
base est discontinue sur une courbe de choc

Nous étudions le probleme (1.10) lorsque la solution de base est un choc. On suppose
alors que u est une fonction réguliere en dehors d’une courbe

S = {(x,t) € [0, +o0[x[to, +oo[: = = ¢(t)},

présentant une discontinuité de saut le long de X. La fonction ¢ est ici une fonction
réguliere, au moins de classe C!, définie dans un intervalle [tg, +0o[C [0, +oo] et &
valeurs dans [0, +o00[. On suppose ¢(tp) = 0 et on fait 1’ hypothese suivante :

H1. La fonction ¢ est strictement croissante et vérifie

Cette hypothese signifie que I’on n’admet pas une discontinuité sur la frontiere x = 0.

La courbe X sépare donc le domaine [0, +00[X [0, +00[ en deux composantes connexes
D™ = {(33, t) € [0, +oo[X[tg, +oo[: = < gb(t)}

et

DT = {(z,t) € [0, +oo[x[to, +00[: = > ¢(t)} U [0, +00[x [0, to],

D~ étant la région « & gauche » de ¥ et D™ la région « & droite » de .
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DT

FiG. 1.2 — La courbe X

Puisque l'on suppose u réguliere en dehors de ¥ et a variation bornée dans
[0, +00[x [0, +-00[, les fonctions v et u| , admettent des traces sur la courbe ¥ et on
peut alors définir, pour tout ¢ > t(, des limites latérales en = = ¢(t)~ et en z = ¢(¢)7.
De plus, sur la courbe Y, u vérifie les relations de saut de Rankine-Hugoniot.

Etant donnée une fonction w dans ces conditions, & variation bornée dans ’ensemble
[0, +00[% [0, +00] et réguliere en dehors d’une courbe ¥ C [0, +00[x[0, +-00[, on notera,
pour chaque t > tg, w (¢(t), t) et w™ (czS(t), t) respectivement les limites

wh (qﬁ(t),t) = lim w(z,t) et w™ ((b(t),t) = lim w(x,t),

z—P(t) r— (1)
>¢(t) <P(t)

et par [w](t) le saut de w sur un point (¢(t),t) de X :
[wl(t) = w* (9(0),8) — w™ (6(8).2).

Avec cette notation, les relations de saut de Rankine-Hugoniot pour u s’écrivent

[f(w](t) = ¢'(B)[ul(t).

Dans un cadre général, nous allons considérer b une donnée dans ’espace des mesures
bornées M ([0, +oc[) du type
b= b(t) + boy,, (1.14)

avec b € BV([0,+00[), 0, la mesure de Dirac sur le point to, et b une constante. Ce
type de donnée a un sens quand, par exemple, la fonction a(t) est discontinue en t = ¢
et que 'on perturbe aussi la position de cette discontinuité.

Notre objectif dans cette section est de montrer que le probleme (1.10), avec b défini
par (1.14), admet une solution mesure de la forme

v =170+ a(t)ds, (1.15)
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ou v, la partie fonction de la mesure v, est une fonction appartenant a l’espace
BV ([0, 4+00[x[0,400]), c(t) est une fonction réguliere et ou 'on a désigné par Jy, la
mesure de Dirac sur la courbe X, définie dans ’espace des mesures localement bornées
Mioe ([0, +00[x[0, +-00[) par

< Oy, >= / pdo, ¥ ¢ € Cp([0, +00[x][0, +00]).
¥

On va considérer la paramétrisation suivante pour la courbe 3 :
te [tO’ +OO['_> (¢(t)7t>v

de sorte que l'on a

+o0
< by p>= / o (6(t), 1) /T 02(2) d.
to

Pour qu’une telle solution ait un sens, il faut définir le produit de la mesure dy. par
la fonction f’(u), qui est discontinue sur la courbe X. Ce type de produit a été défini par
Volpert dans [Vol67] (voir aussi [DLM95]), ot 'on donne un sens au produit a(u) %%,
dans I'espace des mesures, quand u est une fonction a variation bornée dans R. Lorsque
a est la dérivée d'une fonction g de classe C!, alors g(u) est une fonction & variation
bornée et le produit conservatif ¢’ (u)g—g est naturellement défini par % g(u), c’est-a-dire
la mesure de M(R) correspondant a la dérivée de la fonction a variation bornée g(u).
Cette définition coincide avec celle du produit de Volpert, que 1'on rappelle ci-dessous.
On rappelle d’abord que, pour u € BV (R), les limites latérales v~ () et u™(z) existent
en tout point x, et que, si 'on considére C'(u) 'ensemble des points = € R tels que u/(z)
existe au sens classique et S(u) ensemble des points pour lesquels ™ (z) # u™ (z), alors
R\ (C(u) U S(u)) est un ensemble de mesure nulle.

Définition (Produit de Volpert, [Vol67]).
Soient a : R — R une fonction localement intégrable et w € BV (R). On définit, en
presque tout point x € R, la fonction superposition de Volpert par

() (x) = {a(u(x)), x € C(u),
fol a(u(z) +s(ut —u")(z))ds, z € S(u).

Si a(u) est intégrable par rapport a la mesure %, le produit de Volpert de a(u) par la

du SO
mesure 5 est défini par

du . du
a(u)% = a(u)%.

Maintenant, puisque

< b, > = /t+oog0(¢(t),t)\/1+¢’2(t) dt

0
+o0o

:/ < 5ac:¢(t)790(x7t) 1 +¢/2(t) > dt

to

+o0o
- / < Sy 0 VI O2() > dt,
t

0
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ol, pour chaque t > fp, d4(;) désigne la mesure de Dirac concentrée dans le point
o(t), et u est une fonction discontinue en = = ¢(t), pour chaque t > tg, il est alors
naturel de définir le produit f/(u)dy, de sorte que l'on ait, dans l'espace des mesures

M([0, +00[%[0, +00[),
+o0
< f(u)ds, ¢ >=/ < (W) (5100, (- )/ 1+ ¢2(t) > dt,

to

ot J1(u) (1) = f'(u)(x,t), si @ # (1) et

+00 R
| < P60t o0V 0 > di
+00 N
=/t o (6(0). ) F(w) (6(0). £) /T + F2(8) d,

on définit le produit f’(u)dy par
f'(w)ds = F'(u) (6(2), 1) . (1.16)

Or, pour t > tg, on a

(ut —u)(o(t),t
ut) — flu~
L) .
= ¢'(1).

On en déduit f’(u)(¢(t),t)(5g = ¢/'(t)dx et (1.16) implique que le produit f/(u)ds est
donc défini de telle facon que 'on a

< fl(u)ds, o > =< ¢/ (t)ds, p >=< %, ¢'(t)p >

+
= ¢ (t)p(o(t),t)\/1+ ¢2(t) dt,

to

pour tout ¢ € Co([0, +00[x [0, +o0f).

Maintenant, il est évident que si une mesure comme (1.15) est solution du probleme
(1.10), alors la fonction v est solution de

vt—i—(f’()) 0, z>0,t>0,
v(z,0) = vo(x), z >0, (1.17)
v(0,t) = b(t), t>0,
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en dehors de ¥, c’est-a-dire dans D~ et dans DT. Puisque dans ces deux ensembles
I’équation de conservation (1.13) est une équation de transport linéaire a coefficients
réguliers, la théorie classique pour les équations hyperboliques donne I'existence d’une
fonction ¥ solution de (1.17), ayant la régularité des données initiale et aux limites, et
qui vérifie au sens fort la condition initiale v(x,0) = vg(z) et la condition aux limites
#(0,¢) = b(t) en tout point t > 0 tel que f'(u(0,t)) > 0.

Lemme 1.1.

Soient b(t) € BV ([0, 400[) et vo(z) € BV ([0,+0c|) des fonctions données. Alors le
probléme auzx limites (1.10) admet une solution classique v dans [0, +00[x [0, +oo[\X =
D~ UD™, qui vérifie o(z,0) = vo(x) et 9(0,t) = b(t), pour tout t tel que f(u(0,t)) > 0.
La fonction © vérifie, dans chaque domaine D* = D¥ | la formulation intégrale

/* (vt + [ (w)Vpy) dadt + /O+OO £ (u(0,8))b(t) (0, 1) di-+

+o00
/0 vo(x)p(z,0)de =0, (1.18)

pour toute fonction p € C1([0,+00[x [0, +00]), @ support compact dans D*\X, telle que
©(0,t) = 0, pour tout t tel que f'(u(0,t)) <O0.

Démonstration.

On fixe le domaine D* = DT ou D* = D~ et pour simplifier la notation on pose
a(z,t) = f'(u(z,t)), pour tout (z,t) € D*. Comme (1.10) est un probleme de transport
linéaire, on peut mettre en place une méthode des caractéristiques. Celles-ci sont les

courbes (:r;(t),t) telles que

dx
i a(z(t),t),

avec 2(0) = xp ou z(t) = 0. Comme les caractéristiques sont les mémes que pour la loi
de conservation (1.1) et comme les inégalités d’entropie de Lax

Fu(g(),1) < ¢'(t) < f'(u”(g(t), 1))

sont vérifiées sur la courbe X, on conclut que les caractéristiques sont sortantes sur
la partie du bord du domaine D* correspondant a la courbe X. De ce fait il ne faut
prescrire aucune condition sur cette partie du bord de D*. On peut alors conclure que
sur D* il existe une solution ¢ de (1.10) vérifiant

d _ ~ oa
ﬁv(x(t),t) = _U(x(t),t)%(m(t),t),

qui peut donc étre définie implicitement par

t da
v 7t = - v 3 a_ ) d 9
O(z,t) = vo(xo) /0 o(z(s), ) D (z(s),s) ds
sur les points (z,t) € D* appartenant a la caractéristique définie par % = a(x,t),

x(0) = xo, et par

o(z,t) = b(D) —/t 17(.75(8),8)2;(1‘(5),8) ds,
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sur les points (z,t) € D* appartenant a la caractéristique définie par ‘fi—f = a(z,t),
z(t) =0, ot t est tel que f'(u(0,£)) > 0. On déduit facilement I'égalité intégrale (1.18)
en intégrant par parties I’équation ;4 ( 1 (u)6)$ = 0 contre une fonction test ¢ vérifiant

les conditions énoncées dans le lemme. O

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le résultat principal de cette section.

Théoréeme 1.2.

Soit u € C*([0, +0o[x[0, +00[\X) la solution entropique du probléme mixte (1.2)-(1.6)
et v la solution du probléme (1.17) dans [0, +o00[x[0, +0o[\X donnée par le lemme 1.1.
On suppose que la courbe ¥ vérifie ’hypotheése H1. Alors, le probléeme (1.10) admet une
solution (1 € Mo ([0, +00[x[0, +00[) NC'([0, T[; Mioc(R)), pour tout T > 0, donnée par
(1.15), avec

1+ ¢"(t)

La mesure u vérifie

< e+ (f () )y p >

+oo +oo - _
= /0 vo(x)p(z,0)dx +/0 f'(u(0,))b(t) (0, t)dt+ < bdty, (0,-) >, (1.19)

pour toute fonction p € CL([0, +0oo[x[0, +o0[), telle que p(0,t) = 0 si f'(u(0,t)) < 0.

Démonstration.
Soit ¢ € C} ([0, +00[x [0, +00[). Pour chaque t > t(, on désigne par

np- = %(1,—&(7&)) et np+ =

1 , o
1+ ¢/(t) 2(_17¢(t)) - D

1+ ¢/(t)

les normales unitaires extérieures & D~ et & DT, respectivement, au point (gb(t), t) €.

On a
<O+ (F(wp) o >=—< 09 >—< f(u)i, e, >
400 p+o0
= [T et ryien) ava
0 0
== / - (th + f/(u)17<P:r) dxdt — / (flsﬁt + f’(u)fﬂpm) dxdt.

D+

En intégrant par parties dans D~ et dans D', comme © est solution de I’équation
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0t + (f'(u)0) = 0 sur chacun de ces domaines, on obtient
< O+ (f'(w)0)z, o >=
= —/ ((f/(u_)ﬂ_aﬁ_) np-+ (f'(uh)ot, o) -TLD+) pds
>

+oo +oo
—i—/o f (u(O,t))v(O,t)np(O,t) dt—i—/o 0(z,0)p(z,0) dz
+0o0
= [ (s = i) =06 - 0) eoln d
+00 +oo
—i—/o f (u(O,t))v(O,t)gp(O,t) dt—i—/o vo(x)p(z,0) dz,
+oo
= / (L7 @pel®) = S O)®) ) plo(), ) di
+o0 +o0
—i—/o f (u(O,t))v(O,t)gD(O,t) dt+/0 vo(x)p(z,0) dz.

On en déduit
b+ (), = ([Pl - dORI0) (VITe2m ) s (120

dans M,.(]0, +00[x]0, +-00]).
On calcule maintenant (a(t)ds), + (f'(u)a(t)ds), au sens des mesures, ol

F(w)a(t)dy = ¢/ (Ha(t)ds. On a
< (a(t)ds), + (¢'W)a(t)ds), ¢ > =~ < a(t)ds, ¢ > — < ¢ ()a(t)ds, pu >
= — <0y, a(t)py > — < 0y, ¢ (H)a(t)pe >,
pour tout ¢ € CL([0, +00[x [0, +00[), de sorte que
< (a(t)ds), + (¢'H)a(t)ds), ¢ >
= [ o(000.5) + S shashen(0(5). 9] VT F T s

/tom ()0 ((6(5). ) ) ds
o d +o0
[ &) dss [ (ot ds

0 to
+oo

= B(to)(0,t0) + B (s)p((s), s) ds,

to

=

ou l'on a posé

8(0) = o)/ T+ 70 = b= [ (17 @ple) = ¢ (lel(s) ) ds
On en déduit

(at)3), + (/' (wa(t)ds), = Blto)e(0.0) + #(0)(VIF D) s (121)
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dans M,.([0, +00[x [0, +00[). Comme
#(0) =~ (If (wel(t) - OLID)

et B(tp) = b, de (1.20) et (1.21) on conclut que la mesure = -+a(t)dy, vérifie I'équation
pe + (f'(u)p) , = 0 dans M, (]0, +00[x]0, +00[), et la formulation faible (1.19), pour
toute fonction ¢ € CJ(]0, +00[x[0, +-00[) vérifiant les hypotheses de 1’énoncé. Mainte-
nant, comme on a

< a(t)ds,p > = /+004p(d>(t),t)a(t)\/1 + ¢2(t) dt

to
+oo

- / < oI G0 by ol t) > .
to

si I'on pose m = a(t)ds et m(t) = a(t)\/1 + ¢2(t) d4(), avec I'identification

400
<m,g >=/ <m(t), ol 1) > dt,
to

pour ¢ € Cy([0,+00[x[0,+00[), on conclut que la partie mesure de la solution
=0+ a(t)ds appartient a I'espace C([0,T[; M(R)). O

Remarque 1.2.

Comme la fonction [f'(u)v] — ¢'(t)[v] est une fonction réguliére de t mais a priori
non nulle, la fonction U n’est pas, en général, une solution faible de l’équation v, +
(f'(u)v)z = 0 dans ]0, +00[x]0, +00[.

Remarque 1.3.

Puisque l'on a supposé ¢ inversible, on peut montrer, de la méme maniére, que la solu-
tion mesure donnée par le théoréme ci-dessus appartient a4 [’espace
C([0, +00[; M([0,T])), pour tout T > 0. En effet, si l'on effectue un changement de
variables x = ¢(t), on a

< at)is,p > = /+<>0 a(t)p(o(t), t) /14 ¢/ (t)* dt

to

+o0 1
= alo ™z z, ¢ (x ———— + ldz,
[t @)etee <>)¢¢,(¢_1@)) v

d’ou l'on conclut que

400 . 1
< a(t)52, p>= /(; < Oé(gb (l’)) \/W +1 (5t:¢—1(w), QO(LE’ ) > dx

et on peut alors identifier la mesure o(t)dy; a Uélément m(x) € C([0, +oo[; M([0,T7)),
VT > 0, défini par

m(z) = oo (z ————— F+ 10 -1(4)-
(x) = a(¢ ())\/(ﬁ,(qﬂ@))fr $1(x)

| 1 b
m(0) = a(to) FIONE + 14, = FTTNE
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1.2.2 Le développement formel de u. autour de u dans le cas de
I’équation de Burgers

On consideére ici une perturbation de la condition aux limites a pour le probléeme
mixte non linéaire de la forme
a: = a + ¢ebe.

Dans ce paragraphe, nous exhibons, dans un cadre simple, un exemple pour lequel le
développement formel de la solution perturbée sous la forme
Ue = U+ Vg (1.22)

a un sens, et pour lequel on retrouve que la fonction

v = lim v, (1.23)

e—0
est bien la solution du probleme linéarisé (1.10), avec b = lin(l)be, en calculant directe-
E—

ment la limite (1.23) au sens des mesures. On suppose ainsi que la solution de base u

est un choc et, pour faciliter les calculs, que f est donnée par f(u) = “72, de sorte que
f'(u) = u (nous considérons donc le probléeme mixte pour I'équation de Burgers). On
remarque toutefois que la procédure que ’on va mettre en place est valable pour un
flux f convexe quelconque.

Dans le contexte du paragraphe précédent, on se donne une condition aux limites
pour ’équation scalaire (1.1),
{a*, t > to,
a =

a, t<tp,

avec a™ > a~ > 0, et on suppose uy = a~, pour simplifier, de sorte que la solution u
du probleme aux limites (1.2)-(1.6) est le choc

at, x<o(t—ty),
u(z,t) =
a”, x>ao(t—ty),
on g = L) Me) _ afya”
On considere une perturbation de la condition aux limites a de la forme

at +ebt, t>tog+e,

a: = a+¢eb. =
a” +eb™, t<tyg+e,

(on a donc perturbé la position initiale de la discontinuité). Nous allons montrer,
d’une part, que la solution u. du probleme mixte de condition aux limites a. peut
se développer sous la forme (1.22) et, d’autre part, que la fonction v obtenue par la
limite (1.23) est bien la solution mesure donnée par le théoréeme 1.2 pour le probleme
(1.10), de condition aux limites

bt, t>to,

b=1limb, = (a* —a )=y, +
=50 e ( ) t=to {b, t < to.
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La solution u. du probléme mixte pour (1.2), de condition aux limites a., est donnée

par
(1) = at +eb"t, z<o.(t—ty—e),

’ a” +eb”, x>o0.(t—ty—e),
avec 0. = w =0+ Elﬁ%b_. On voit alors que I'on peut écrire u. sous la
forme (1.22), avec

b, t>to+e+ £,

ve={e =l L b It <ty et £
b—, t <tog+ %.

Nous allons ensuite calculer lirr(l)v€ au sens des mesures, dans M, ([0, +00[x [0, +00]).
E—

II est clair que

a
= im ————-
111% Ve = 0+ i LT Xt Z<t<totetZ

E—
bt, t>tg+ %
oz, t) =1 0T
b_) t<t0+§7

et Xtg+2<t<to+et+2z est la fonction caractéristique de ’ensemble
x x
{(Qj‘,t) to+ — <t<t0+€+*}.
o O

Or, pour ¢ € Cy([0, 4+00[x[0, +00[) on a

too pto0 o= gt
/ / th0+§<t<to+a+ai($»t)SO(fﬂat) dxdt
0

to+e O'(t—to) - _ .+ t to +
/ / @ -4 oz, t) dedt + / ¢ -9 o(x,t) dxdt.
to 0 € tote (t—to—e)

La premiere des deux intégrales ci-dessus tend vers 0, lorsque € — 0. Par ailleurs, on a

o(t—to) —at
/ / ——p(x,t) dxdt
to+e Joe(t—to—e)

t t() -+
/ / ugp(z,t) dxdt
tot+e Jo(t—to)— {a V6T (1—tg—e) } €

M(t — t0)>g0(a(t —tg),t) dt

— (a_ —a+)<a -

e—0 to

et on obtient

. a _ bt + b~ -1
hmTXto+§<t<t0+s+£:(a —a+)<J—T(t—to)><\/1+a2) os,

e—0
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ou ¥ désigne ici la courbe {(c(t —to),t) : t > to}. On remarque maintenant que, d'une
part on a

(o =) (T - 1)

= —(t —to) ([f (w](t) — o[v](t)) = —/t ([f (w)3](s) — o[0](s)) ds,

0
et, d’autre part,

—+00

< (a” — a*)a(x/ 1+ 02>_162, o >= / (a= —aM)op(o(t —to),t)

to

—+00
_ -+ x
_/0 (a a )90(3370—1—750) dx
“+00
= /(; (ai - CL+> < 5t:§+t0ag0(x7 ) > d.’l?,

d’ot 'on peut conclure que linr(l)uE est bien la solution mesure donnée par le théoreme
E—

(1.2), qui correspond, en x = 0, & la mesure (a~ — a™)dy,.

1.2.3 La linéarisation de la condition d’entropie (1.6) et la condition
aux limites pour le probleme linéarisé dans le cas f convexe

Dans ce paragraphe nous nous restreindrons au cas ou le flux f est une fonction
convexe. Nous voulons montrer que, dans ce cas, la linéarisation de la condition aux
limites (1.6) pour le probleme de base conduit & une formulation de la condition aux
limites pour le probleme linéarisé qui est cohérente avec la formulation classique pour
une équation de transport linéaire, au moins si ’on suppose la solution de base u telle
que la frontiere = 0 n’est pas caractéristique. Nous nous placons désormais dans le
cadre d’une solution de base u générale telle que sa trace u(0,t) en z = 0 vérifie les
conditions suivantes :

C1. f'(u(0,t)) # 0.
C2. f'(u(0,t)) # a(t), si a(t) > 0.
Les conditions ci-dessus signifient que la frontiere x = 0 n’est pas caractéristique. Si la
solution de base u est une raréfaction, C1 est équivalent a la condition u(0,t) = a(t),
avec a positif. Si la solution de base est un choc, C2 signifie que la discontinuité ne
recoupe pas la frontiere z = 0 (rappelons que f(a(t)) — f(a(t)) = 0).

On suppose que

ac(t) = a(t) + ebe(t)

(avec b, une suite de fonctions uniformément bornées dans L>) est une perturbation
de la condition aux limites a et que la solution u. du probléme perturbé peut s’écrire
sous la forme

Ue = U+ EVe.

On suppose aussi que, pour presque tout ¢t > 0, il existe &/ > 0 tel que la suite de

fonctions (vs (0, t))6 <o €st uniformément bornée dans L, et que les suites de fonctions
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v:(0,t) et bo(t) convergent, dans un espace qui entraine la convergence p.p, vers des
fonction v(0,t) et b(t) respectivement.

Nous voulons montrer que, la solution de base u vérifiant la condition aux limites
(1.6), ou de maniere équivalente, puisque f est convexe, la condition (1.9), si u.(0,t) =
u(0,t)+ev:(0,t) vérifie la méme condition relativement & la donnée a.(t) = a(t)+eb.(t),
alors la fonction v = lign ve vérifie la condition aux limites v(0,¢) = b(¢) au sens classique
des équations de transport linéaires.

Autrement dit nous voulons montrer que, pour chaque t > 0, la condition

f(u(0,1)) — f(k)

<0, Vk € I(u(0,1),a(t)),

u(0,t) — k
f(ue(0,1)) — f(k)
w00k S0 Yhel(ul0,0), (1)),

implique la condition
v(0,t) = b(t),

si f’(u((),t)) > 0, et n’impose aucune restriction sur v(0,t) si f’ (u(O,t)) < 0.

Le cas f'(u(0,t)) >0

Supposons d’abord que u(0,t) est tel que f’(u(0,¢)) > 0. On commence par observer
que, f étant convexe, en vertu de la condition (1.6) on a

f (u(O,t)) > 0= u(0,t) = a(t).

Comme
' (ue(0,1)) = f(u(0,1) + ev=(0,2)) >0

pour ¢ suffisamment petit, alors on doit avoir u.(0,t) = a.(t) et donc, puisque u(0,t) =
a(t), aussi avoir vz(0,t) = bz(t). On en déduit v(0,t) = b(t).

Le cas f’(u(0,t)) <0

Supposons maintenant que f’(u(0,¢)) < 0. Nous avons trois cas & distinguer :

1. a(t) < u*. Dans ce cas, on a a + b < u* et f'(u(0,t) + €v=(0,t)) < 0, pour €
suffisamment petit, indépendamment de la valeur de v.(0,¢). On conclut alors dans
ce cas que la vérification ou non de la condition (1.9) ne dépend pas de la valeur de
ve(0,t), d’ott 'on peut conclure que v(0,t) peut prendre une valeur arbitraire.

2. a(t) > u*. Comme on suppose la condition C2, on a alors u(0,¢) < a(t) et donc,
encore une fois pour ¢ petit, u(0,t) + ev-(0,t) < a(t) + eb:(t), di & la continuité de
la fonction a —— @, indépendamment de la valeur de v.(0,¢). La condition (1.9) est
a nouveau vérifiée indépendamment de la valeur de v.(0,t), d’out 'on peut conclure
encore une fois que v(0,t) peut prendre une valeur arbitraire.

3. a(t) = u*. Comme on suppose Cl et C2, on a u(0,t) < u* et donc il existe ¢ < u*
tel que u(0,t) < ¢ < a(t) + €b-(t), pour tout € suffisamment petit (remarquons que

a(t) + ebs(t) — a(t) = u™).

e—0
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On peut alors conclure que u(0,t) + ev:(0,t) < ¢ < a(t) + b.(t), pour ¢ suffisamment,
petit, indépendamment de la valeur de v.(0,t) et on en déduit encore une fois que (1.9)
est vérifiée indépendamment de la valeur v.(0,t) et que v(0,t) peut donc prendre une
valeur arbitraire.

Ce raisonnement montre alors que, dans le cas ou la fonction flux est convexe et
sous les hypotheses C1 et C2, la linéarisation de la condition aux limites (1.6) pour
ue(0,t) conduit & une formulation de la condition aux limites pour la fonction v qui est
celle donné par la théorie des équations de transport linéaires.
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L’approximation numeérique

Dans ce deuxieme chapitre nous nous intéressons a ’approche numérique du proble-
me (1.10) par un schéma de Roe linéarisé. Dans le cas ou la solution de base u présente
des discontinuités de saut, on s’attend a ce que la solution numérique du probleme
linéarisé approche une mesure de Dirac dont le support est constitué par les courbes
de discontinuité de u. Nous allons exhiber quelques tests numériques qui corroborent
les résultats du chapitre précédent, dans le cas concret de I’équation de Burgers.

2.1 Discrétisation par un schéma de Roe linéarisé

Nous définissons un maillage uniforme de [0, +00[x [0, +o0o[, de pas d’espace Ax et
pas de temps At, dont les mailles sont les cellules [z}, x;+1[x [t", t" L[, avec x; = jAx,
jE€Z, 7>0,ett" =nAt, n € N. On pose A = % et on note encore

T .

1
ity T (J + §>AI'

Discrétisation de la donnée initiale et de la donnée aux limites.
La condition initiale discrete pour u et pour v est définie respectivement par la moyenne
de ug et de vy dans les intervalles [z, z41[: pour j € Z, j > 0, on pose

0 1 Tj+1
Ui = A:c/ uo(x)dx,

Zj

0 1 [T+t
Vil = Aw/ vo(z)dz,

Zj

pour j € Z, j > 0. On définit de manieére analogue la condition aux limites discrete
comme une moyenne de a et de b dans les intervalles [t", t"+1[:

tn+1

n_ 1
at = /t" a(t)dt,

tn+1

1
= — b(t)dt
At/ﬂ (t)dt,
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pour n € N.
On supposera dans la suite la condition de Courant-Friedrichs-Levy (CFL) :

%max{sup‘f’(uo(a:)) ,sup‘f’(a(t))’} <1. (2.1)
x >0 >0
Evolution en temps.
On considere le schéma de Roe classique pour approcher les solutions du probleme
mixte (1.2)-(1.6) et une version linéarisée de celui-ci pour approcher les solutions du
probléeme linéarisé (1.10).

On considere la fonction A(u,v) définie par

fw) = fu)

v—u

Alu,u) = f'(u),

A(u’v): s Si’U?éU,

et on pose, pour chaque j > 1, n > 0,

J J=%' it
1 1
+n -n _
a7y =S (Ap+[a3]), ATy =5 (A7 - [47]),
n_ . n _.mn
Auj = Ui U

et

Augy = u't —a™.
2

Le schéma de Roe s’écrit

At .
Wit =l - o (AT A + AT A, 2 0. (2.2)

On peut aussi ’écrire sous la forme conservative

At
+1 _
g = 9(]
défini par

u?+l), pour j > 0 (si on pose u", = a"), ou g est le flux numérique,
2

_ 1
2

NI

W _ ‘A(u,v)|(v —u).
On peut encore considérer sa forme entropique

g(ua v) =

H=u At f(u?Jr%) B f(u;:%) + Q1 Aujy, — QFAuj

u. =Uu. —_ —
j+3 it Ax 2 2 ’

(2.3)
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ou le coefficient numérique de viscosité Q? est donné par

Q=20

x
Il est bien connu que ce schéma peut produire des solutions non entropiques si ’on est
proche de ’état sonique u*. On peut alors considérer au lieu de (2.2), le schéma de
Roe avec modification entropique, donné par (2.3) avec le coefficient de viscosité défini
comme suit :

A7,

N
ElA,-

st [ 47| = 67,

At
1%

, si ‘Aﬂ < o7,
ou

5 =

n n n n n n
ue[uﬂs?’)w | max {O, A(u,uj+%) - A(ujié,uj#%), A(ujié,uj#%) - A(Uj,%’u)}-

i-% it}

Pour d’autres détails concernant le schéma de Roe et sa convergence, nous référons
les ouvrages [GR9I1] et [LeV02].

Pour approcher les solutions du probléme linéarisé (1.10), nous allons considérer
le schéma proposé par Godlewski, Olazabal et Raviart dans [GOR98] et [GOR99], qui
correspond a une linéarisation du schéma de Roe défini précédemment. La solution
discrete ’U;L_i_l est définie par

2

At
+1 -n an
Vi =l T A (A 1A+ ATTAV] + (AT — A?)U;-l%)-

Remarquons que ce schéma correspond a une discrétisation de type upwind de I’équation
(1.13).

2.2 Résultats obtenus dans le cas de I’équation de Burgers

On se place dans le cadre concret de ’équation de Burgers, c’est-a-dire

Nous présentons ici les résultats obtenus apres avoir mis en oeuvre le schéma décrit
au paragraphe précédent pour un probléeme de type probleme de Riemann, i. e. avec
des données initiales ug et vg, respectivement pour le probléeme non linéaire et pour le
probleme linéarisé, et des conditions aux limites a et b constantes. On rappelle que dans
ce cas, comme le montrent les résultats de Dubois et LeFloch déja cités ([DL8S]), la
solution du probléme mixte (1.2)-(1.6) n’est autre que la restriction a [0, +00[x [0, +o0[
de la solution du probléme de Riemann pour I’équation (1.1), de donnée initiale

a, x<0,
ug, x> 0.
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Dans le cas concret de ’équation de Burgers, la solution de ce probleme de Riemann

est un choc séparant a et ug, qui se propage a vitesse o = “gﬂ, si a > wg, ou une

raréfaction reliant a et wug, si a < ug.
Nous avons effectué des tests numériques dans les quatre situations suivantes :

1.ug<a, a>0et UOTJ’“ > 0. La solution de base est un choc de vitesse strictement
positive.

2. 0 < a < ug. La solution de base est une raréfaction reliant les états a et wuyg.

3.a <0, up > 0. La solution de base est une raréfaction, pour laquelle on a f’ (u(O, t)) =
0.

4. a >0, ug =a = —a. La solution de base est un choc dont la discontinuité se place
sur la frontiere x = 0.

On remarque que, dans le cas 3, si a = 0, et dans le cas 4, la solution de base ne vérifie
pas les conditions C1 et C2 du paragraphe 1.2.3.

Le domaine spatial que nous avons choisi dans tous les exemples est 'intervalle [0, 1]
et le temps t est tel que 'onde n’a pas atteint le bord z = 1.

Cas 1 : la solution de base est un choc de vitesse strictement positive.

La solution de base est le choc

(2, 1) a, x<ot,
u(z,t) =
’ ug, T > ot,

qui se propage a la vitesse o = “%F% > 0. La solution du probléme lindarisé est donnée
par le théoreme 1.2 et vaut
uy — a

b+ bt
avec

N b, x < ot,

v =

0, z> ot.

Numériquement, comme ’on peut constater dans la figure 2.2, les résultats obtenus
correspondent aux résultats prédits par la théorie. On a considéré pour le probleme
non linéaire les données ug = —1 et a = 2 et, pour le probleme linéarisé, vg = 10 et
b = 1. La solution du probleme linéarisé est alors une mesure concentrée sur la courbe
T = %t. Les résultats présentés correspondent a une CFL de 0,5.
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900 T T T T T T T T N T

4 solutionv -9~
800 ; e
700 |- i i

600 |- i R

500 - 1 i

300 F ; g
200 F ‘ 4

100 | i

Fi1G. 2.1 — Solution linéarisée au temps t = 0, 5.

Cas 2 : la solution de base est une raréfaction dont le bord de gauche se
déplace a une vitesse strictement positive

La solution de base est la raréfaction

a
u(z,t) =%

IV IA A
S B 9
T IA

e

=

0

+8 Q =y

On commence par étudier le probleme mixte linéarisé quand la solution de base u
est comme ci-dessus. On se propose de chercher une solution du probleme (1.10) dans
la classe des solutions auto-semblables. Soit v(%) une telle solution. Alors, pour (z,t)
tel que ¥ < a, v vérifie la loi de conservation linéaire

vy + avgy = 0.

On en déduit v(%) = b, si ¥ < a. De la méme fagon, on obtient v(%) = vy, pour (x,t)
tel que § > ug. Maintenant, dans ’ensemble {(x, t) ra< < uo}, v vérifie 'équation

X
wt (7v), =0,

soit, si 'on note § = 7,
£, Lo & e
tv(§)+ tv+ tv(é—) !
autrement dit,

—-v =0,
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d’ou I'on peut conclure que v(%) = 0, pour tout (z,t) tel que a < § < ug. La solution

du probleme linéarisé est alors donnée par

b, 7<a,
’U(.’E,t) =10, a < % < o,
vo, 7 = Uo

Nous présentons les résultats numériques obtenus pour les données a = 1, ug =
2, b =4 et vg = 10. On a considéré a nouveau une CFL de 0,5.

10 T T T T ;
solutionv -~

Fi1G. 2.2 — Solution linéarisée au temps t = 0, 25.

Cas 3 : la solution de base est une raréfaction sonique
Dans ce cas, la solution de base et la solution du probleme linéarisé sont respecti-

vement les fonctions

z
u(x,t) = ZL’
0,

)
IN
o ol

05 Vo,

Nous présentons les résultats numériques obtenus avec les mémes valeurs pour les
données ug, b et vg que dans le cas précédent et pour les valeurs a = —1 et a = 0.
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10 T T T T -
solutionv -9~

10 T T T T =
solutionv o~

F1a. 2.3 — Solution linéarisée au temps t = 0,5, avec a = —1 (figure en haut) et a =0
(figure en bas).

Cas 4 : la solution de base est un choc stationnaire

La solution de base est maintenant un choc stationnaire et la discontinuité se place
donc sur la frontiere z = 0. L’hypothese C2 n’est donc pas vérifiée. Comme 1'on peut
vérifier dans la figure ci-dessus, on apercoit numériquement une mesure de Dirac qui
s’est formé sur la droite x = 0. Bien que nous n’ayons pas considéré ce cas au chapitre
précédent, ce résultat n’était pas inattendu.
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Deuxieme partie

Lois de conservation scalaires :
approximation par relaxation et
couplage






Introduction

La relaxation intervient dans divers phénomenes physiques : théorie cinétique des
gaz, gaz hors équilibre thermique, élasticité avec mémoire, écoulements multiphasiques,
transitions de phase, etc. De fagon simplifiée, les systemes de relaxation décrivent la
propriété qu’ont les systémes physiques de retrouver leur état d’équilibre quand celui-ci
est perturbé. Du point de vue mathématique, un des travaux pionniers sur ce genre de
systeme est celui de G. Q. Chen, C. D. Levermore et T. P. Liu [CLL94]. Les systemes
de relaxation prennent la forme

oU. 9 1
ot %F(Ua) - ER(Ua)v (1)

ott U, = U.(z,t) prend ses valeurs dans un ouvert  de RY, pour z € R, ¢t > 0. Le
parametre € > (0 représente un temps de relaxation qui est censé étre tres petit et R
est le terme de relaxation, qui dépend seulement des valeurs de U.. On considere le
cadre défini par ces auteurs : au systéme (1) est associée une matrice @ de dimension
nx N (n < N) de rang n telle que QR(U) = 0 pour tout U dans 2. Les solutions du
systeme (1) vérifient alors le systéme de n équations conservatives

0

d
—QU. + —QF(U.) = 0.
8tQU+8xQ(U) 0

On suppose que chaque u € Q) C R"™ détermine de facon unique une valeur
d’équilibre U = £(u) qui vérifie R(E(u)) = 0 et telle que QE(u) = w. Si 'on intro-
duit alors la relation de fermeture U = £(u), le systéme précédent se réduit au systeme
de lois de conservation suivant dans les n variables u = u. = Q& (u,) :

U =¢E(u),
ou 0 (2)
a‘i‘% (u) :0,

ou f(u) = QF(E(u)).

Le passage a la limite, quand le temps de relaxation € tend vers 0, modélise la
dynamique du passage du systeme dans un état hors équilibre a un état d’équilibre.
On s’attend alors a ce que, a la limite, les solutions U, du systéme hors équilibre (1)
convergent vers la solution & 1’équilibre U = £(u) du systéeme (2). Ce systeme décrit
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I'état d’équilibre des solutions du systeme (1).

Dans notre travail, on s’intéresse a ’approximation de lois de conservation scalaires
b
par une suite de systemes hyperboliques semi-linéaires avec un terme de relaxation,
donnés par

Oue n Ove 0
Oe L 2% _Li1u) — v
ot a or € Ue Ve)>

ot f € CY(R;R), a est une constante positive et 0 < ¢ < 1. Ce systéme a été introduit
par S. Jin et Z. Xin dans [JX95] et il est bien un systeme du type (1). En effet, pour

(3), on a
vo= () o= (o ) e roo=( 4,0, )

La matrice Q est la matrice
o=[1 0]

et la relation d’équilibre est ici donnée par

U=&(u) = (u, f(u)),

c’est-a-dire par v = f(u). En faisant tendre e vers 0, on espere donc que la limite (u,v)
de la suite des solutions (u.,v.) de (3) vérifie v = f(u), avec u solution de

ou 0

o T o) =0. (4)

Ceci est effectivement le cas, pourvu que 'on ait une certaine condition de stabilité,
la condition sous-caractéristique ou condition de Whitham ([Whi74]). Cette condition
prend la forme

—a < f'(u) <a, ¥u,

et elle traduit le fait que les ondes du sur-systeme (3) doivent se propager a une vitesse
plus grande que la vitesse caractéristique.

Dans le premier chapitre de cette deuxieme partie, nous nous proposons d’étudier
une discrétisation du systeéme de relaxation (3). Du point de vue théorique, les solu-
tions faibles régulieres de systémes de relaxation ont été étudiées dans [CLL94|. Dans
le cas particulier du systeme (3), la convergence de ses solutions vers 1’équilibre a été
prouvée séparément par R. Natalini dans [Nat96] et par D. Serre dans [Ser00]. Le
résultat de Serre est plus général, puisqu’il a été établi aussi pour la version vectorielle
de (3), et fait usage d’une estimation de la norme L* de la suite des solutions ap-
prochées, obtenue par 'existence de régions invariantes, et de résultats de compacité
par compensation. La preuve de Natalini est basée dans des estimations de la norme
BV des suites approchées. En ce qui concerne ’approximation numérique des solutions
de (3), D. Aregba-Driollet et R. Natalini dans [AN96] et C. Lattanzio et D. Serre dans
[LS01] ont proposé une discrétisation pour (3), et prouvé la convergence des solutions
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approchées vers une solution de (3), lorsque le pas de temps tend vers 0, et vers la
solution entropique de (4), lorsque le temps de relaxation ¢ — 0. Les méthodes utilisées
sont & nouveau différentes, puisque Lattanzio et Serre ont recours ici aussi a la compa-
cité par compensation. D’autre part, le terme source est lui aussi discrétisé de maniere
différente. Tandis que dans [AN96] on utilise une méthode de splitting et a chaque pas de
temps, apres actualisation de la partie convective, on résout exactement une équation
différentielle ordinaire pour actualiser la partie non linéaire, dans [LS01] on propose une
discrétisation implicite du terme source. On cite encore les travaux [AMO04], [Mil03] et
[NTO1], qui traitent le probléeme aux limites pour une approximation du type (3).

Dans notre travail, nous nous proposons de prouver en part (puisque nous nous
restreindrons au cas scalaire) les résultats de convergence obtenus par Lattanzio et
Serre par une autre technique, basée sur une estimation des normes L et BV des
solutions approchées. Ce premier chapitre est ainsi divisé en deux parties, la premiere
concernant les résultats connus d’existence et d’unicité de solution réguliere pour le
systeme (3) et la deuxiéme concernant la discrétisation numérique et les résultats de
convergence des solutions approchées que nous avons obtenus.

Du point de vue numérique, dans [JX95], Jin et Xin avaient mis en évidence I'intérét
de construire des schémas numériques basés sur ’approximation des lois de conserva-
tion par des systemes de relaxation, puisque les systéemes de relaxation se comportant
bien a la limite € = 0 constituent, du point de vue numérique, un moyen d’approcher
simplement un systeme de lois de conservation. Cette procédure permet notamment
que l'on n’ait pas besoin d’écrire un solveur de Riemann pour le terme non linéaire
f(u). On introduit alors parfois des termes de relaxation artificiels dans les systémes
homogenes, dans le but de résoudre, a chaque pas de temps, un systéme linéaire (ou
linéairement dégénéré), ce qui au niveau discret est plus simple. Pour une équation
scalaire ceci est peut étre inutile mais pour les systemes vectoriels cette procédure est
usuelle.

Dans le troisieme chapitre de cette deuxieme partie, nous étudions dans un cadre
simple le probleme du couplage entre le modele a I'équilibre, c¢’est-a-dire I’équation sca-
laire (4), et le modele hors équilibre donné par le systéme (3), a une interface fixe placée
en x = 0. Ce probleme requiert de comprendre comment coupler les deux systemes au
niveau de 'interface. Pour ce faire, nous avons utilisé la définition du couplage par état,
introduite par Godlewski et Raviart dans [GR04]. Nous abordons le sujet du couplage
dans le deuxieme chapitre, ou 'on présente dans un contexte assez général, que 1’on
tiendra en compte aussi dans la prochaine partie de ce mémoire, les notions du couplage
utilisées ici. Etant définie une solution du probléeme couplé, nous avons obtenu 1’exis-
tence d’une telle solution dans le cas ol I’'on se restreint a une fonction flux strictement
monotone, et nous avons pu montrer la convergence d’un schéma numérique couplé vers
cette solution, dans le cas ou f/ > 0. Ceux ci restent des problémes modeles, mais qui
permettent toutefois d’avoir une idée sur le caractere bien ou mal posé de ce type de
couplage.






CHAPITRE 3

Relaxation semi-linéaire de lois de
Conservation

3.1 Le modele de relaxation de Jin et Xin

Considérons le probleme de Cauchy pour le systeme

ous  Ovg
ot + or 0,
. Lou. 1 zeR, t>0, (3.1)
ot +a Oz = 7(]0(“5) Us)a
de donnée initiale
(ue, ve)(2,0) = (uo, vo), (3.2)

oll a est une constante positive et f € C1(R;R). Si vo(x) = f(uo(z)), nous disons que
la condition initiale est a I’équilibre.

Définition 3.1.
Soit (ug,v9) € L®(R)2. Un couple (uc,v:) € L®(R x [0, +00[)? est solution faible du
probleme de Cauchy (3.1)-(3.2) si, pour toute fonction ¢ € C§(R x [0,+00[), on a

+o0o
/ /uscpt+vggoxdxdt+/u0( Yo(z,0) dx =
R

+o0 o0
/ /vggot—i—a Us%dmdt+/vo( ) / / (ue) — ve)p dadt.
R R E

Le but de cette section est de présenter un résultat d’existence et d’unicité de
solution du probleme de Cauchy (3.1)-(3.2). La méthode pour le faire est classique
dans le contexte de la théorie des équations hyperboliques semi-linéaires mais nous
avons choisi de faire ici la preuve de ce résultat, qui nous utiliserons dans le chapitre 5
de cette partie.

On effectue un changement de variables

(u,v) — (w, z) = (v+ au,v — auw).
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Les nouvelles variables w et z sont les invariants de Riemann pour (3.1). Puisque
I’application ci-dessus est un difféomorphisme dont 'inverse est

(w2 — (o) = (%55 252

le systeme (3.1) peut naturellement s’écrire sous la forme diagonale équivalente

ow, a@wa = Fluw., ),
0z B O0z: F( ) '
at a’ax - we’;‘uzé‘ bl
ou ) )
w— Zz w+ 2
F(w’z)s(f(“)_”)e<f( ) )

Il est alors évident que (ug, v.) est une solution faible du probleme de Cauchy (3.1)-(3.2)
si et seulement si (we, z:) = (ve + aue, v — aue) est une solution faible du probleme de
Cauchy pour le systeme (3.3), de donnée initiale

(wo, 20) = (vo + aug, vy — auy), (3.4)

autrement dit, si et seulement si (we,z:) vérifie, pour toute fonction
¢ € Cy(R x [0, +00]),

+00 +oo
/ /w8 ot + apy) dacdt—i—/wo( Yop( / / (we, 2: ) dadt,
R
+00 +o00o
/ /zs — ap, d:ndt—l—/ o(z)p(x,0) dm:—/ /F(ws,zg)gpdxdt. (3.5)
R 0 R

3.1.1 Existence et unicité de solution pour le systéeme (3.1)

Nous privilégions dans la suite la formulation diagonale (3.3) et nous nous intéressons
au probleme de Cauchy pour ce systeme. Pour simplifier la notation, on omettra
dorénavant dans cette section l'indice £ des variables u., v., w. et z.. Dans ce pa-
ragraphe nous présentons des résultats d’unicité et d’existence locale de solution pour
le systeme (3.3) et nous discuterons des conditions pour I'existence globale de solution.

On commence par établir une caractérisation équivalente des solutions faibles du
probleme de Cauchy pour le systeme (3.3) dans l'espace C([O, T; L}OC(R))Q.

Lemme 3.1.

Soit (wo, z0) € L>®(R)? et (w,z) € L>=([0,T]; L>°(R )) nc([o,T7; L%OC(R))Q, pour tout
T > 0. Alors (w,z) est une solution faible du probléme de Cauchy (3.3)-(5.4) si et
seulement si, pour tout t € [0,T],

w(-,t) = wo(- — at) +/0 F(w,2)(-—a(t —7),7)dr,
z(+,t) = zo(- + at) +/0 F(w,2)(-+a(t —7),7)dr.
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Démonstration.

On commence par remarquer que, si (w,z) € C([0,T]; L}OC(R))2, alors le membre de

droite de (3.6) définit bien une fonction de I'espace C([0,T7; L}OC(R))Q. D’une part, si
wo et 29 € L®(R), alors wo(- — at) et 29(- + at) € L, .(R), pour chaque ¢t > 0, et la
continuité par rapport a t de ces fonctions comme fonctions a valeurs dans Lllo -(R) peut
étre obtenue par un raisonnement de densité. D’autre part, en faisant un raisonnement
similaire, du fait que F' est une fonction réguliere et que w et z appartiennent & I’es-
pace C([0,T7; L},.(R)), on conclut que les fonctions s — F((w,2)(- £ a(t — s),s)) v
appartiennent aussi. Finalement, la continuité des applications

t
t —>/0 Fw,z)(-xa(t—71),7)dr

comme fonctions définies dans [0, 7] et & valeurs dans L] (R) est facilement vérifiée
car, sur chaque borné 2 de R,

J

/F(w,z)(a::ta(t—T),T)dT—/ Fw,2)(x £ alt' —7),7)dr|dx <
0 0

S/O /Q‘F(’w,z)(l‘ia(t—T),T)dT—F(w7z)(xia(t/_7_)’7_)|dxd7_+

Z#KJF@iaM—TLﬂdﬂ

et les deux termes du membre de droite de l'inégalité précédente tendent vers zéro,
quand t tend vers t, le premier parce que F est une fonction lipschitzienne sur les
ensembles bornés et w et z continues & valeurs dans L(f2), le deuxieéme parce que la
fonction intégrée est bornée. Nous montrons maintenant le résultat du lemme en deux
étapes.

1ére étape : Si (w, z) € C([0,T); L} (R))? est une solution faible du probléme de Cauchy

loc

(3.3)-(3.4), alors (w, z) vérifie (3.6).

Si (w, z) est une solution faible du probleme de Cauchy (3.3)-(3.4), alors, en effectuant
pour chaque ¢ > 0 le changement de variables x —at = y, on obtient, pour toute fonction
¢ € C(Rx]0, +o0]),

+oo
/ / w(y + at,t) (@t + agox) (y + at,t) dydt
0 R
“+00
== / / F(w, 2)(y + at, t)e(y + at, t) dydt,
0 R
soit
+0o0o a
/ / w(y + at, t) = ((y + at, t)) dydt
0 R ot

400
—— [ [ w2+ atityely -+ at, 1) dyde.
0 R
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On en déduit que, pour toute fonction 1 € C}(Rx]0, +00]),

+00 8¢ _ +00
| [wtranGonaa=— [ [ o oo,

et on a donc

0
&(w( +at,t)) = F(w,2)(- + at, t)

au sens des distributions. Comme F(w, z)( - +at,t) € C([0,T]; L}, .(R)), on obtient

loc

w(z + at,t) = w(z,0) + /0 F(w,2)(- +ar,7)dr, (3.7)

dans L} (R), pour chaque ¢ > 0. Il ne reste qu’a montrer que w(x,0) = wo(z). Pour

le faire on considére ¢ € CL(R x [0,+00[) et on introduit (3.7) dans la formulation
intégrale (3.5). En faisant le méme changement de variables que ci-dessus, on obtient

/O+O°/R(w(y,O)+/{:F(w,z)(y+a7,7)dr> gtgp(y{-at’t)dydt

400
+ /Rwo(y, 0)p(y,0)dy = —/0 /RF(w, 2)(y + at, t)p(y + at, t) dydt.

En intégrant par parties on conclut que
—+00
- / w(y,0)¢(y,0) dy — / / F(w,z)(y + at, t)e(y + at, t) dydt,
R 0 R

+0o0
+/m@mw%m@=—/ /FWwM+mﬁwwﬂmmwu
R 0 R

et donc
—/Rw(y, 0)e(y,0) dy+/Rwo(y, 0)e(y,0)dy = 0.

Cette égalité étant valable pour toute fonction ¢ € CH(R x [0,4+0o0[), on a
w(z,0) = wo(z), p. p- x € R et, de (3.7), on conclut que (3.6) est vérifié (on rai-
sonne de la méme fagon pour z).

2éme étape : Si (w, z) est une solution de (3.6), alors (w, z) est une solution faible du

probléme de Cauchy (3.3)-(3.4).

On multiplie les deux membres de (3.6) par ¢; + ap,, oit p € C}(R x [0, 4+oc[), et on
integre sur R x [0, +oc[. On a, d’une part,

+o00
/ / wo(z — at) (@t(x, t) + apy(z, t)) dxdt
0 R
+oo
= /0 /Rwo(y) (th<y + at, t) + agpx(y + at, t)) dydt
+o00
:/0 /Rwo(y);@(wat, t) dydt

_5/m@wmm@
R
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et, d’autre part,

/0+°° /R</Ot F(w,2)(x - alt = 7),7) dT) @i(x, 1) + apy(z, t) dudt =
= /O+°° /R </0t F(w, z)(y+ar,T) dT> oi(y + at,t) + ap,(y + at, t) dydt

_ /R (/0+OO /OtF(w,z)(y—FaT,T) dr<%¢(y+at,t)) dt> dy

+oo
= —/ / F(w,z)(y + at, t)p(y + at, t) dtdy
R J0

_ /O +°O /R Flw, 2)(x, t)o(w, ) dtdy.

De maniere analogue on prouve des égalités similaires pour z et on peut donc conclure
que (w, z) est une solution faible du probleme de Cauchy (3.3)-(3.4). O

Trouver une solution du probleme de Cauchy (3.3)-(3.4) dans C([0,T7; L}, (R))2

loc
est ainsi équivalent & trouver une solution des équations (3.6) dans cet espace.

Nous supposons dorénavant que la fonction F' est une fonction lipschitzienne sur les
bornés de R?, c’est-a-dire que F' vérifie la propriété :
Pour tout L > 0, il existe Ky, > 0 tel que

|F(w,2) — F(w,2)| < K |(w,2) — (w, )],
pour tous (w, z), (w,z) tels que |(w,z)| < L, |(w,z)| < L.

Nous montrons ensuite un résultat d’unicité.

Lemme 3.2.
Sotent wgy, zop € L*°(R). Alors si (w,z), (0,Z) sont deuzr solutions de (3.6) dans
LOO([O,T];LOO(R))Q, pour tout T' > 0, on a (w, z) = (W, 2).

Démonstration.
On pose Ky, la constante de Lipschitz de F' associée a la valeur

L = maxc { /@, )1z, 1w, 2)]| 2 }-

On a
lw(z,t) — w(x,t)| < /Ot )F(w,z)(m—a(t—T),T) —F(zb,é)(x—a(t—T),T)‘dT
< /OtKL‘(w,Z)(CC—CL(t—T),T) - (117,2)(:5—@(75—7’)77')‘617

< KL/O H(wvz) - (ﬂ)vé)HLoo(R)z('vT) dr.

On en déduit

t
lw — ]| oo ) (-, 1) < KL/O [(w, 2) = (@, )| oo gy (- 7) -
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En raisonnant de maniere analogue on obtient la méme inégalité pour ||z — Z|| oo () (-, t)-
On a donc

0,2) = (@, )] et gKL/O [(20,2) = (@, 2)|| o o - 7)

et on conclut

[ (w, 2) = <u~)’2)HL°°(R)2("t) =0,
par le lemme de Gronwall. Cette égalité étant valable pour tout ¢ € [0,7], on obtient
(w,2) = (b, 2) dans L ([0, T]; L=(R))>. 0

Soit M une constante positive telle que M > ||(wo, 20)||co €t Kps la constante de
Lipschitz de F' associée a la valeur M. On considere Tjs > 0 tel que

M — ||(wo, 20)||oo 1
’ ’F(0,0)’ —|-]\4K']\/[7 aKM+KM '
Nous présentons maintenant un résultat d’existence locale.
Théoréeme 3.1.

Soit (wo,z0) € L®(R)2. Alors, le probléme de Cauchy (3.3)-(3.4) admet une unique
solution (w, z) telle que (w,z) € C([O,TM};L}OC(R))z.

Ty < min{l

Démonstration.

Soit © un intervalle ouvert borné de R tel que [—2aTy, 2aT)] C Q. Cette condition
implique que 2 intersecte I'intervalle Q4+ aT); dans un ensemble de mesure non nulle et
que la mesure de Q+aTy,\ 2 est plus petite que aT'. Nous allons montrer, par application
du théoréme du point fixe de Banach, que I’équation (3.6) admet une solution (w, z) ap-
partenant a C ([0, Th]; Ll(Q))2 N L ([0, Thl; LOO(R))Q. Ceci est suffisant pour prouver
le théoreme puisque, si Q est un ouvert arbitraire, il existe toujours un ouvert 2 dans les
conditions ci-dessus tel que Q C €. Si (w, z) est solution dans C([0, Twl; Ll(Q))z, elle

Pest aussi dans C'([0, Thl; Ll(ﬁ))Z. Comme on a plus haut montré I'unicité de solution,

on conclut I'existence d’une solution appartenant a I'espace C'([0, Ta]; L}, C(R))Q.

On considere I'espace fonctionnel
¢ = {(w,2) € C([0, Tnl: L(€))* N L(10, TarJs L2(R)* = [[(w, 2) o0 < M},
et la norme définie dans C par

[(w, 2)lle = sup [[(w, 2)(-, 1)l L1 ()2 + esssup [[(w, 2)(, )| oo my2-

[0, 7] [0,Tar)

L’espace C muni de cette norme est un espace de Banach. On considére maintenant
I’application
(w, 2) — T (w, 2) = (w, 2),

t
w(-,t) = wo(- — at) + /0 F(w,z)(- —a(t —T),7)dT,

z(',t):zo(-+at)+/0 F(w,z)(-+a(t—7),7)dr.
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Notre but est de montrer que I'application 7 est une contraction dans I’espace C. On re-
marque que, si (@, z) € C ([0, T]; LI(Q))2, alors (w, z) = T (w, z) € C([0, Ta]; LI(Q))2.
Donc, si I’'on montre que les éléments de C sont stables par rapport a la norme L°°, on
conclut que 7 applique I'espace C dans lui-méme. Nous commengons alors par montrer
cette propriété de stabilité.

1. Borne L*°.
Soit (w, z) € C et (w,2) =7 (w, z). Alors

w(z, )] < [[wolleo + /Ot ‘F(w, Bz —alt—1),7) ‘ dr

t
< wo | oo +/0 ‘F(U_J,Z)(x —af(t 77'),7') — F(0,0)‘ + ’F(0,0)|d7

< |lwolloo + KneTos ||(w, 2 » + T |F(0,0)]

)HLoo([o,TM};LW(R))
< |lwoloe + Tor (MK s + |F(0,0)]).

M —[|(wo,20)||oc
[F(0,0)[+KnM°

maniére analogue que [|z|lcc < M, d’ou l'on conclut que [[(w, 2)|lcc < M et donc que
(w,z) =T (w, z) €C.

Maintenant, puisque Ths < on obtient [lw[o < M. On prouve de

2. Contraction dans C.

Nous montrons ensuite que lapplication 7 est une contraction. Soient (w,Zz) et
(1, 2) € C. Nous allons utiliser la notation

On a alors, d’une part,

(Ta - Ta)(wt)| < [ |(P(0,2) = F(@.2)) (@ - alt ~ ), )| dr
0
et donc

175 — Tall Lo (0,10 10 ®)) < KT ||[(@, 2) — (@, 2) || oo (0,131 Lo (1)) 2 (3.8)

D’autre part,

/O(F(w,z) — F(w,2))(x —a(t —71),7)dr|dz,

176 — Tallooma;nr () = sup /
[0,Tn] /2
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et, pour chaque 0 < ¢ < Ty, on a
/Q /Ot (F(@,2) = F(@,2))(z = a(t = 7),7) d7
S
= /O/Q |(P(@,2) = P(@,2)) (2, 7)| dedr

" /0 /Q_QTM\Q |(F(0,2) = F(,2)) (2, 7)| dedr

< Ty Kul|(@,2) — (@, 2) || oqo.rag:z 92 + 0T K| (0, 2) — (0, 2) || poo (0,707 1% (R))2-
(3.9)

dx

(ﬂ@@—F@jm%ﬂMMT

De (3.8) et (3.9), on peut conclure que

17 — T ll Lo, raize ) + 170 — Talle o rn )

De maniére analogue, on prouve la méme estimation pour |7z — 7z||, ce qui permet de
conclure que

1T (w, 2) = T (@, 2)|le < (TnKnr + aTy K| (w, 2) — (0, 2) |l
< Ty (K + aKy)||(w, 2) — (0, 2) e,

puisque Ths < 1. Comme on a

1

Ty < ——7,
M aKy + Ky

on conclut que 'application 7 est une contraction stricte de C dans lui-méme. Elle
admet donc un unique point fixe (w,z), d’apres le théoreme de Banach. Le couple
(w, z) est ainsi solution du probléme de Cauchy (3.3)-(3.4) dans C([0, Ta]; LI(Q))2 N
L2 ([0, Tag; L2(R)). 0

Le théoreme précédent donne l'existence d’une unique solution de (3.6) pour un
temps Ty fini. A priori on ne peut pas garantir que cette solution soit définie pour
tout temps T > 0. Cependant, si I’on est dans un des deux cas suivants, on peut montrer
que la solution donnée par le théoréme précédent peut se prolonger a [0, +ool:

1. F est une fonction globalement lipschitzienne sur R?;
2. Il est possible d’établir une estimation a priori de la norme L des solutions (w, z)
de (3.6).

En effet, dans le cas ou F' est globalement lipschitzienne, si 'on désigne par K la
constante de Lipschitz globale de F, on peut remplacer Kj; par K dans la définition
de T)s et, dans ce cas, prendre

[£'(0,0)|

M =2 (o, 20) oo + — 2
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de sorte que

M — (o, 20)lloo _ 1 I|(wo, 20)lloc + G2 .

|F(0,0)]+ MK K \F(IO(»ON + 2| (wo, 20)||sc + |F(I‘3<70)| 2K

Comme T); ne dépend plus maintenant de la donnée initiale, nous pouvons itérer la
procédure de la preuve du théoréeme précédent dans les intervalles temporels
[nTar, (n+ 1)Tas], n € N, de sorte que 1'on obtient une solution globale de (3.6) dans
C([0, +oof; L}OC(R))2. Cette solution est unique, d’apres le Lemme 3.2.

Dans le cas ot il existe C' > 0 tel que, si (w, z) est solution de (3.6), alors

[(w, 2) <, (3.10)

”L°° ([0,+50lL%(R))

on peut choisir M = C' et

1
T inqgl, —4——
M<m1n{ ’aKC+KC}’

ou K est la constante de Lipschitz de F' associée a la valeur C. A nouveau on voit que
Ty ne dépend pas de la donnée initiale et on peut alors obtenir de la méme maniere
une solution globale de (3.6).

Dans [Ser00], Serre prouve que la propriété (3.10) est valable, en montrant 1’exis-
tence d’'une région invariante pour le systéme (3.1). On présente ici ce résultat. On
rappelle d’abord qu’une région invariante pour le systéme (3.1) est un ensemble ¢ qui
a la propriété suivante : pour toute donnée initiale (ug,vg) & valeurs dans €, la solution
(u,v) du probleme de Cauchy (3.1)-(3.2) prend encore ses valeurs dans %

On considere alors K un intervalle de R ou la condition sous-caractéristique

If (u)| < a, Yue K, (3.11)
est vérifiée, et on note par h™ et h™ respectivement les fonctions
ht(u) = f(u) + au. (3.12)
On considere aussi I’ensemble
Ik = {(u,v) €R* : v+aue h"(K), v—auech (K)}.
On a alors le résultat suivant :

Théoréme 3.2 (Serre, [Ser00]).

Soit K un intervalle de R o la condition sous-caractéristique (3.11) est vérifiée. On a
les propriétés suivantes :

1. Si (u,v) € Dk, alors u € K.

2. L’ensemble Pk est une région invariante pour le systéme de relazation (3.1).

Comme conséquence de ce résultat, on peut alors énoncer le résultat d’existence
globale suivant :

Théoreme 3.3.

Soit K un intervalle borné de R ot la condition sous-caractéristique (3.11) est vérifiée
et (wo, z0) € L (R)? tel que (wg,20) € hT(K) x h=(K). Alors, le probléme de Cauchy
(3.3)-(3.4) admet une solution globale (w, z) € C ([0, +o0[; L}, (R))Q.

loc
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3.1.2 Entropies pour le systeme de relaxation

On s'intéresse aux entropies pour le systeme (3.1), c’est-a-dire aux fonctions
E : R? — R pour lesquelles il existe F' : R? — R telle que, si (u,v) est une so-

lution réguliere du systeme
ut + vy =0,
vy + a?uy = 0,

alors (u,v) est encore solution de 1’équation
(E(u,v))t + (F(u, ’U))w = 0.

La fonction F' est le flux d’entropie. Il suffit pour cela que le couple (E,F') vérifie

I’équation
0 1
we (2 ) =vr

Eu: vy
a’E, = F,,

2
FEyuw = a“Fyy.

c’est-a-dire

et donc

La solution générale de cette équation des ondes est donnée par
E(u,v) = e (v+ au) — e (v — au), (3.13)

avec e, e~ : R — R des fonctions régulieres. La forme générale du flux d’entropie
correspondant est alors donnée par

F(u,v) = ae™ (v + au) + ae™ (v — au). (3.14)

On remarque que l'on peut voir les couples (et,ae’) et (e, —ae™) respectivement
comme des couples entropie-flux d’entropie pour les équations

1
we+ aw, = ~(f(u) ~v)

et ]
Z— Qzg = g(f(u) —v).

Ainsi, si (u,v) est une solution réguliere du systeme (3.1), (u,v) vérifie encore
I’équation
1
(E(u7 v))t + (F(u,v))x = Ev(u,v)g(f(u) — v).

On se donne maintenant un couple entropie-flux d’entropie (n,q) pour la loi de
conservation scalaire

u + (f(u)), =0, (3.15)
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avec 1, : R — R des fonctions régulieres. Le couple (7, q) vérifie donc
J'(wn' (w) = ¢'(u), YueR.

On s’intéresse désormais aux couples entropiques (E, F') donnés par (3.13)-(3.14), qui
coincident avec (7, q) sur la variété d’équilibre v = f(u), c’est-a-dire tels que

(B, F) (u, f(w)) = (n,q)(u). (3.16)

On fait ici une construction analogue a celle de Serre dans [Ser00]. Notamment,
on prend en compte que l'ensemble Pk est une région invariante pour le systéeme
(3.1), comme le montre le théoreme 3.2. On considere K un intervalle de R tel que la
condition sous-caractéristique (3.11) est vérifiée et les fonctions h' et h~ définies par
(3.12) introduites au paragraphe précédent. On vérifie aisément, comme conséquence de
(3.11), que les fonctions h* sont des difféomorphismes entre K et les ensembles h* (K).

Maintenant, ’égalité (3.16) est équivalente a

et (f(u) 4+ au) — e (f(u) — au) = n(u)
ae’ (f(u) + au) + ae” (f(u) — au) = q(u),

soit
et (f(u) + au) = a 42‘&@77 (u)
e (f(u) — au) = g ;;”7 (u).

On en déduit que (3.16) est vérifiée pourvu que les fonctions et et e~ vérifient

et (w) = DL () (w), ¥ w e hH(K),

. _Q‘C‘m (3.17)
e (z) = 50 (h7)71(2)), ¥V 2z € h™(K).
On pose alors
E(u,v) = ‘”722 L)+ aw) - 2 ((0) w0 - aw)),
an+ q ¢ an (3.18)
F(u,v) = T((h+)_1(v + au)) + 5 ((h_)_l(v - au)),

pour tout (u,v) € R? tel que (v + au,v — au) € h™(K) x h~(K). Le couple (E,F)
définit alors un couple entropie-flux d’entropie sur I’ensemble P, qui vérifie (3.16).
Montrons maintenant que, si 1 est une fonction convexe sur K, alors F l'est aussi
sur Yk, en prouvant que la matrice Hessienne de E est définie positive. Pour ce faire,
on commence par calculer les dérivées secondes de E. Commencons par remarquer que,
vu que (7, q) est un couple entropie-flux d’entropie pour 1’équation scalaire (3.15), on a

an (u) +q'(u) = (a + f'(w)1'(w),
(q—an)'(u) = ¢'(u) — an'(u) = (f'(u) — a)n’ (u).
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On en déduit, pour tout w = v + au € h* (K),

o (D) () w) = (4 0)) () w) x

n -
= () (W)

1
(a+ f)((hF) " (w))

et, pour tout z =v —au € h™ (K),

0 (an—gq —N— _ i, Y 1)) x 1
31)( 2 )((h ) 1(2)) - (2a(a f)) ((h ) 1( )) (f’—a)((h*)*l(z))

On obtient, de manieére analogue,

3o (5 () w) = (1) w)

et

2 () () @) = L)

On peut alors conclure que

O oy =T () @) + L () =)
) = () @) ()7 (2),
et donc
2
o )
= n—// L w)) x a — 77—” H7H2)) x !
P ) AL ] (GO}
2
gvﬁ;(u,v)
0 w 1 "o B 1
=2 s @y 2 O o)
et
O’E
auﬁv(u’v)
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Comme 7 est une fonction convexe et la condition sous-caractéristique (3.11) est
vérifiée sur K, on déduit que

O°E O’E

w<u7v) > 07 W(uﬂ}) > 07

et

> 0,
fr+a)(PF)~Hw)) (f = a)((h7) 71 (2))

pour toute paire (u,v) telle que (v + au,v — au) € h™(K) x h™(K). La positivité des
trois quantités ci-dessus implique que la matrice Hessienne de la fonction E est définie
positive sur g, FE étant alors une fonction convexe sur cet ensemble.

O*E O*°E PE\ 7" (W) "M w)n"((h7) ' (2))
o2 v <3U8U> T

3.2 Convergence d’un schéma de relaxation

Dans cette section, nous étudions la convergence d’un schéma de volumes finis pour
la loi de conservation scalaire (3.15), basé sur l'approximation de cette équation par
le systéme de relaxation (3.1). Le schéma que nous allons considérer correspond a la
version scalaire de celui présenté dans [LS01]. Dans ce travail, on considére le systeme
de relaxation 2n-dimensionnel

ou v
o o
o ou 1 (3.19)
4 A= = —(F(U)-V
5 T4 5, = FU)-V),
ot A? = a®l,, a étant une constante positive vérifiant cette fois la condition
_ma IN(U)] < a
sur un ensemble K C R™ ou A\ (U), -+, A\, (U) désignent les valeurs propres de la

matrice jacobienne de F' en chaque point U. Les auteurs montrent alors la convergence
d’un schéma numérique basé sur la discrétisation de (3.19) vers une solution entropique
du systeme hyperbolique de lois de conservation

ou 0

BN + BxF(U) =0,
lorsque le pas de temps At, le pas d’espace Az et le temps de relaxation € convergent
vers 0. Pour le faire, deux outils sont utilisés : une estimation uniforme de la norme L
des solutions approchées, basée sur 'existence de régions invariantes pour le systeme
(3.19), et les résultats de compacité par compensation de F. Murat et L. Tartar (cf.
[Mur78] et [Tar79]) pour pouvoir passer a la limite dans la suite des solutions ap-
prochées. Ici nous nous proposons d’étudier la convergence de ce schéma dans le cas
unidimensionnel, en utilisant une autre méthode, basée notamment sur une estimation
de la variation totale des suites approchées.
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3.2.1 Le schéma de relaxation

Nous décrivons ici le schéma de relaxation. On se donne un pas de temps At, un
pas d’espace Az, et nous définissons un maillage uniforme régulier de R x [0, +-00[ dont

les mailles sont les pavés [z JEEELTE! [x[t", t" L], avec

o1 .
Tjp1= <]+§)A$, Vj e Z,

et t" = nAt, n € N, de sorte que I'on peut écrire
R={J ;1,251
JEZ

et

o,7= |J ¢,
0<n<N

si T'= NAt. On note encore z; = jAxz, Vj € Z. On propose une solution discrete de
(3.1) de la forme

((uE>A7 (UE)A)(:C7 t) = Z Z ((UE);Lv (U€>?)X[:vj_%,:Ej+%[><[t",t"+l[(x7 t)? (320)

JEZ n>0

OU X[z .z 4 [x[tnem+1] désigne la fonction caractéristique de 'ensemble
i-3%5+%

1
2

[xj_%a wj.;_% [>< [tna tn+1[a

de sorte que 'on cherche a que ((ue)?, (UE)?) soit une approximation de

1 Titd
Ax/z,J12 (ug,vg)(t”,ac) dx.
iz

On omettra dans un premier temps, pour simplifier les notations, les indices £ dans les
définitions ci-dessus.

Discrétisation des données initiales

La condition initiale discrete pour u est définie par la moyenne de la donnée initiale
ug dans 'intervalle [xj_l, xj+;[: on pose, pour j € Z,
2 2

1 (%]
ugzm/ o uo(z) dz,

Z .

La condition initiale discréte pour v est définie par

v? = f(u?), VjeL.

Ceci signifie que la condition initiale est considérée a 1’équilibre.
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Evolution en temps

Afin de donner la forme explicite des solutions discretes, on pose

(w3, z}) == (vj + auj,vi —aul), j€Z, n €N,

de sorte que (w?, ;’) soit une approximation de la moyenne

1

1 Titd n
A:c/x 1 (w,z)(t ,x)dz.

|
[N

Si on suppose connue la solution approchée (wa, za) a l'instant ¢ = ", on propose de
n+1 _n+1

la définir & Vinstant ¢ = ¢"*! par la solution (w} ™, 27™") du schéma

1

S (0T =) 4 o (wf —wf) = S[F) ot 1
1 n n a n n 1 n n .
E(Z]'Jrl - Zj) - M(Zjﬂ - Zj) = g[f(ujﬂ) - Uj+1]-

On montre que ce schéma est bien défini, c’est-a-dire que les équations (3.21) ad-
mettent une solution. Pour ce faire, on pose

nJrl At
w; * =wi — aﬂ(w]" —wi_q),
n—l—l At

z; 2=z + GE(Z;‘LH )s

de sorte que, si
1 1 1 1
weh Wt ey W
u = y V. = s
J 2a J 2
one s At At
n+s a
’U,J QZU?_2A (U;L+1—U§L_1)+2A <]+1 2u +u )
nal a’At alt
v; 2:2}?72A (T )+2A(j+1 2vf +viq).
On remarque maintenant que (w;”’l, z}”l) vérifient (3.21) si et seulement si (U?H, v}”l)
vérifient
1 n+1 n 1 n n a n n n
E(uj —uj) + E(Uj“ —vj ) — m(ujﬂ = 2uj +uj ) =0,
1 n+1 n a2 n n a n n n 1 n+1 n+1
At(v —v}) + E(uj—f—l —uj_y) — m(%ﬂ —2vf +viy) = g[f(uj ) — v,
(3.22)

et ce schéma est explicite, puisque (3.22) est équivalent a

n+1 _ ”""%

ultt =u; ?,

n—&-l At
v;l+1 = v, 2 4 ?[f(u;wrl) _ nJrl]7
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soit
1
n+1 n+j
U; Ui
1 n+2 ot
n+l __ 2 € n+1
v} =i ATV +1+gf(uj ).
1> 1>

On s’intéresse dans la suite de ce chapitre a établir des résultats de stabilité de la
norme L et de la variation totale des solutions approchées. Pour ce faire, nous allons
supposer dorénavant que la condition de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)

— <1 2
ax- S (3.23)

est vérifiée.

3.2.2 Stabilité L>

Le but de ce paragraphe est de montrer le résultat suivant :

Théoreme 3.4.

Soit K = [, B] un intervalle borné de R tel que la condition sous-caractéristique (3.11)
soit vérifiée sur K. On suppose de plus la condition CFL (3.23) et que up(z) € K,
Vr € R. Alors, pour tout € > 0, on a les propriétés suivantes :

1. u;?eK, VieZ, VneN;

2. wj € ht(K), 2z €h™(K), Vj€Z VneN.

Démonstration.
Etant donné que la condition (3.11) est vérifiée sur K, on a

(K (uw) = f'(u)+a>0, (h)(u)=f(u)—a<0, Yuc K,

de sorte que
h(K) = [h (), h(B)], h™(K)=[h"(8),h" (a)].

On va prouver le résultat du théoreme par récurrence sur n.

Pour n = 0, vu que up(z) € K, Vz € R et que u(; est défini par une moyenne de
sur I'intervalle [xj—%’ Tiy1 [, on obtient u? € K, Vj € Z. De plus, comme vy = f(ugp), on
a wy = f(ug) +aug € h(K) et 29 = f(up) —aug € h~(K). On en déduit w? € ht(K),
2} € v (K), Vj € Z.

Supposons maintenant que les propriétés 1 et 2 sont valables pour n € N et prouvons
qu’elles le sont aussi pour n 4+ 1. On suppose alors
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pour tout j € Z. Ainsi, puisque

n+: At At At

7 =0 — ez —wf) = wf (1-ag) + el
n+ At At

G 0= ?MA (=) = (1-a3, ) +ax S

h*(a)Slﬁﬁ% < h(B), (3.24)

Vu que
n—i—% n—i—%
JSre Wi TE
i 2a ’
on obtient N B N B
W) = ho(0) _ avd _ W8~ (B)
2a == 2a ’
soit

1
@Suﬁ+2§ﬁ, VjeZ.

Comme u;”l =u; 2. on déduit
(3.25)

a<ultl < B, Vjez,
et donc la propriété 1 est valable pour n 4+ 1. Maintenant on remarque que
n+l ”Jr% At n+ly _ , n+l ”+2 At +(,n+1 n+1
wy =W, "‘?[f(uj ) Uy ] = w; A — [h ( ) — w; ],
At n+ At —
Aty = ot = E o S () - )

n+1 n+2 + =
J

Z j

J €

soit A
n+l _ 1 n+2 + ;h%—( n-l—l)
Wy 1 + At W 1+ At uj )

€
At

h (u ).

J

z. =

De (3.24) et (3.25), on obtient
At

n 1

1+ =
1 ot . 1 At
——h +—=—h(B) << h~(a) + —h™ (),
1+ 4t 1+ 4t ) . @+t

c’est-a-dire
ht(a) <with <h*(g),

h™(B) < 24T < (a),

pour tout j € Z, ce qui prouve que aussi la propriété 2 est valable pour n + 1

O]
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Soit K un intervalle borné de R ou la condition (3.11) est vérifiée. On suppose que
up(x) € K, Yz € R. On pose

C = max { max K, maxh*(K), maxh™ (K)}.

En conséquence du théoreme précédent, on peut conclure que la borne suivante pour
les suites (u7)jez, (W})jez, (2])jer est valable :

max {[[u" oo, 6" s "o} <€, VR €N, (3.26)

N - . <y . w27
ol || - ||co désigne la norme [*° usuelle pour une suite discrete. Puisque v”? = —L5—

j 2
obtient aussi

, on

[0"lc < C, Vn €N.

De plus, ces estimations ne dépendent pas de €.

3.2.3 Estimations de la Variation Totale

On s’attache dans ce paragraphe a montrer une propriété de décroissance de la
variation totale pour les suites discretes (u?, v?), qui permettra d’établir une estimation
de leur variation totale, indépendante du pas de temps At et du temps de relaxation e.

Pour une suite discrete b = (b;) ez, on définit sa variation totale par

VT(b) = [bj1 — byl.
JEZ
Nous utiliserons aussi par la suite la notation classique Ab j+1 pour désigner la différence
2

bj+1 — bj. Nous cherchons ainsi a estimer les quantités suivantes :

1. La variation totale en espace des suites w? et z?, pour tout n € N,
n n .
SITIED e
JEZ JEZ
2. La variation totale en temps,
nti n+2
D Aw [+ D AT,
JEZ JEZ
N n+% n+% J . s n+1 n n+1
ou ij et Azj désignent respectivement les différences w’ ™" — w; et z2iT =2

J
Vn €N, VjeZ.

On commence par remarquer deux propriétés élémentaires des fonctions
r€R — ||

et
r € R — sgn(x)

qui seront utilisées couramment le long de cette section :
(P1) |b| > |a| + sgn(a)(b—a), ¥V a, b€ R.
(P2)  sgn(b—a)a < sgn(b)a, ¥V a, b€ R.
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Théoreme 3.5.
Soit K un intervalle de R ou la condition sous-caractéristique (3.11) est vérifiée. On
suppose aussi la condition de CFL (3.23) et ug tel que up(x) € K, ¥V x € R, et tel que

VT(U()) < +00.

Alors, il existe une constante C, qui ne dépend que de VT (ug), telle que les estimations
susvantes sont valables, pour tout € > 0 :

VT(w™)+VT(z") < C, VneN, (3.27)
1 n+1
ST aw! 2|+ AT <0, vneN. (3.28)
JEZ

Démonstration.
On commence par remarquer que, si V7T(ug) < C et ug € K, Vj € Z, alors
VT(vg) < aC. En effet, d’apres la condition sous-caractéristique (3.11), on a

0) =D |0fe = o)l = D 1) = FDI < @Y [ofy = of| = aV T (up).
JEZ JEZ JEZ

Par conséquent, on a aussi VT (wg) < 2aC, VT'(zy) < 2aC.
Nous faisons la preuve du théoreme en deux étapes. D’abord nous prouvons 'esti-
mation en espace (3.27) et ensuite l'estimation en temps (3.28).

1ére étape : Preuve de (3.27).
D’apres (3.21), on a

Wt =t = (g — )

At At

—a (W —w) = () —wf ) + = [Fg) = ) = (o — o),
soit
At At

n+1 _ _ n = n+l n+1

Aw +1—ij+§ an<ij+1 ij_%)+ 6 (Afj+% Aijr%)
At At At n+1 n+1

On obtient alors

‘AwnJrl g

At At
n+l n+1 _ n
1 E (Afj_% Av" 1)‘ ‘<1 a— >Aw 1 +a A"

1 .
Jt+3 Jt3 Ax I3

Or, d’une part, d’apres la condition CFL (3.23), on a

_<1a )]A ot jaur |

D’une autre part, en appliquant (P1), on obtient

At At
‘(1 — CLA>AU]]+5 +CLA:L‘A’U)J7%

' Aw™H -

-

Af"“ Avnﬂ)

> ‘Aw;.l:y-ksgn(Aw?:;) ( At (AfnJrl Av”ﬂ)).
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On peut donc conclure que

\Aw;*%! <
(1 —a— ) ’A ‘ + a—’Aw ‘ + —sgn (Aw"“) (Af?wll - AUT’Jrll). (3.30)
Jt3 Jt3
En raisonnant de maniere analogue pour la variable z, on obtient
At A At
n+1 o — n+1l n+1
Az (1 ax- )Az L Ha A+ (Afﬁ% Aijr%), (3.31)

d’ou 'on conclut
‘AZT.LJFH <
J+35
1-— a ‘A ‘ + a |Az ’ + At —s n(Az”'H)( f"'"1 AU"H) (3.32)
j+s Azr j+3 9 j+i j+3 i+3) )
Si on ajoute (3.30) et (3.32), on obtient

‘Aw;‘:%l\ + \Azﬁj}

< |Awf, |+ A, |+a (\Aw;;]—Mw Az ] - [as, |)
At
+ — (.Sgn (Az?jé) + sgn (Aw?ji)) (Af;b:; vﬁé) (3.33)

On majore le dernier terme dans I'inégalité ci-dessus. Pour simplifier les notations, on
omettra pour U'instant les indices n + 1 et j + % On veut donc estimer

2 (s9n(A2) + sgn(Aw)) (A] — Av).

Or en appliquant la propriété (P2) on a, d’une part,

sgn(Aw)(Af — Av) = sgn(Av + aAu) (A f — Av)
= sgn(Af +alAu— (Af — Av)) (Af — Av)
< sgn(Af + aAu) (Af — Av)

et, d’autre part,

sgn(Az)(Af — Av) = sgn(Av — aAu) (A f — Av)
= sgn(Af —alu— (Af — Av)) (Af — Av)
< sgn(Af — alu) (Af — Av).

Puisque

Af = fluiii) = F(i™) = FOM —u™)
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avec & entre u?j{ll et u”'H on déduit que, la condition sous-caractéristique (3.11) étant
vérifiée,

Af

— <a.

Au

Cette inégalité implique que Af+aAu et Af—aAu ont des signes contraires et donc
(sgn(Az) + sgn(Aw)) (Af — Av)
< (sgn(Af + alAu) + sgn(Af — aAu)) (Af —Av) =0.
e (3.33), on obtient alors
n+1 n+1
‘ij+%| + ‘AZH%} <
< [Awf |+ A2 | +as (|Aw | = AW |+ A - Az ). (3.39)
On peut alors conclure que, si

Z ‘Aw?-i-%‘ T ‘Az?+%‘ <+,

JEZ
alors on a
lim ]Aw \: lim |AZ" .| =0,
j—+oo j—too Jt+3

et le dernier terme dans le membre de droite de I'inégalité (3.34) est sommable, sa
somme étant égale a 0, et par conséquent

Z‘Aw”+1}+‘Az"+l‘<Z‘Aw+ !—l—‘A il }
JEZ JEZ

Si ’on raisonne par récurrence, on obtient que

VI(w") + V(") = 3 [Awl s [+ Y [Az7

JEL JEL
< Z ‘Aw?Jr;‘ + Z ‘Az?Jrl‘ = VT (wo) + VT(2p),
jez 2 ez ?

pourvu que VT'(wp) + VT'(zp) soit fini, ce qui prouve (3.27).
2éme étape : Preuve de (3.28).
D’apres (3.21), on a

n—&-l n—1 At At n—1 At = n-‘,—l
Awj * = Awy 2 (1 _an> oy Al (AL A,

n+i n—1 At At n—s 1 At n+l
AZj 2:AZ]~ 2<1_aA1}>+CLAJjA j+1 +7<Af A’UA 2),
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de sorte que

n+ At n+ n—}-l n—1 At At n—1i
‘ij 2—?(Af P AT g’ij 2 <l—am>+am‘wj1 s
3.35

n—‘,—— At = n—‘,—l n 1 At At ’n—l

'Azf ST A < g 2(“%)*% Zt

En raisonnant de la méme maniére que dans la preuve de I'estimation (3.27), on obtient
alors, d’une part,

|Aw - E(Af Av)| = |aw| + %(Av = Af)sgn((f' + a)Au)

et, d’autre part,

Az - E(Af Av)| = |Az]+ A:(Av — Af)sgn((f' — a)Au),

ou 'on a omis les indices attachés aux quantités pour alléger les notations. D’apres la
condition sous-caractéristique (3.11), les signes de f’ + a et de f' — a sont contraires,
et on déduit comme dans la preuve de (3.27) que

[Bu] +]A2] < |Aw - %(Af ~A0)| + [az - %(Af _ A,

En retournant aux inégalités (3.35), on obtient alors

|Aw;l+%} + ‘AZ
n—1 At n—1 n— n—3
|Aw; 2|+ [Az; |+a7(‘ijff‘ — |Aw; ‘) TOAL <|AZJ+1 | —[Az QD

On effectue maintenant la somme pour j € Z. En raisonnant par récurrence, on obtient

S JawltE| 4 AT < S [ Aw E 4+ A

JEL jE€Z
<.
1
<Z|Aw]|+\Az2\ (3.36)
JEZ
pourvu que cette derniere quantité soit finie. Or on a
L At At
1 0 0 0 1 1
Awj =wj —w; = —ag(wj —wj ) + ?(fj - v5)
At o o Aty 1 1
== —(ZAix(’LU‘7 — wj) + ?(Asz — A’U;),

et
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puisque v? = fjo . On en déduit comme précédemment

3 3 3 At 1 3 At 1
|Aw?| +|az?] < |Aw? - —(af) = av))| +]az? - —(af) —Avj))
At 7 g 0 0 0
< @E(\Zﬂl — 25|+ [uwf - wj,l\),
et donc, si I'on somme sur j € Z les membres de gauche et de droite de I'inégalité
ci-dessus, on obtient

1 1
> |Aw? |+ ]AZ2| < VT(wo) + VT(2).
JEZ
De I'inégalité (3.36) on conclut
n—&-% n—&-%
Z ‘ij |+ ’Azj | < VT (wo) + VT (20),
JEZ
ce qui prouve (3.28). O

Comme conséquence du théoreme précédent, on obtient aussi une estimation de la
variation totale des suites u™ et v™. En effet, on a, d’une part,

|Aw| + |Az| = |Av + aAu| + |Av — aAu| > |Av + aAu + Av — aAu| = 2]|Av|,
et, d’autre part,
|Aw| + |Az] > |Av + aAu — Av + aAu| = 2a|Aul.
On obtient alors

V) < i(VT(w”) VTN, VT@®) < S (VT(w®) + VT(E"),

1
2

et, de maniere analogue,

OICALEE-S I FN I D SIS At EE D DMt Fan !
JEZ JEZ JEZ JEZ

3.2.4 Convergence du schéma numérique, lorsque At, Ax — 0, vers une
solution du systeme de relaxation

Comme conséquence des estimations obtenues aux paragraphes précédents, nous
sommes en mesure de prouver la convergence du schéma numérique défini par (3.21)
ou, de maniere équivalente, par (3.22). Dans un premier temps, on s’intéresse, pour
e > 0 fixé, a la convergence des solutions approchées ((ua) A, (Ve) A) vers la solution
(ue, ve) du systeme de relaxation (3.1), lorsque le pas du maillage, tend vers 0. Pour ce
faire, nous allons utiliser la compacité des suites approchées dans ’espace des fonctions
a variation bornée.
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On commence par rappeler un résultat de compacité classique dans l’espace des
fonctions & variation bornée. Soit € un ouvert de R?. On rappelle d’abord que, pour
f € L (Q), la variation totale de f sur 2 est définie par

loc

VTa(f) = sup /fdivgp
peCy(Q) 7
oo < 1

et
BV(Q) = {f € Lj,.(Q) : VIa(f) < +oo}

On va considérer 1'espace L>°(2) N BV (€2), qui est un espace de Banach pour la norme

11l = I fllzee + VT(f).

Théoréeme de Helly.
Soit Q un ouvert borné de R"™, de frontiére lipschitzienne. Si (ug)r est une suite de
fonctions telle que

[kl Loo (@) + VT (ug) < C,

alors il existe w € BV () tel que

up, —u Ll (Q) et p.p. xeQ,

loc

VT(u) < limkinf VT (ug).

Le but de ce paragraphe est de prouver le résultat suivant :

Théoreme 3.6.
Soit ug € BV (R) tel que up(z) € K, ¥V o € R et € > 0 fizé. Supposons que vo(x) =
f(uo)(x). Alors il existe des sous-suites (up)a, (va)a et des fonctions

u, v € LR x [0, +o0[) N BV(R x [0,T]) N L},.(R x [0, +o0]),

pour tout T > 0, et tels que %7;(-, t), %(-, t) sont uniformément bornés comme mesures

finies, tels que
(UA,UA) - (’LL, U) Llloc(]R X [07 +OOD27

si At, Az — 0, ﬁ—; étant constant. Le couple (u,v) est solution, dans [’ensemble
R x [0, +00[, du probléme de Cauchy (3.1)-(3.2).

Démonstration.

D’apres les théorémes 3.4 et 3.5, on obtient que les suites ua et va définies par (3.20)
sont uniformément bornées dans L (R x [0, +o0[) et que

VT (ua(-1)) <C, VT(va(-t)) <C, Vit>0.
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D’autre part, on a

ua (-t + At) —ua(-,t) 1 /
= — ua(x,t + At) —ua(x,t)| dx
1 AR n+1 n
:AZ/ ‘uj —uj‘dw
jez v i
Az n+1 n
ZEZ\“J uj|
JEZ
<CVT(U0),

d’apres (3.28), et on peut établir un résultat analogue pour la suite va. On a donc

H(UA’UA)HLOO(RX[O,-i-oo[)2 <G,
H(UA('J+A75)UA('J) UA(‘at+At)UA(',t)) <0
At ’ At LI(R)2 o ’

ou la constante C' ne dépend ni de At, ni de Ax, ﬁ—fc étant constant. Ces estimations
impliquent, en particulier, que les suites ua et va sont uniformément bornées dans
BV (Q), pour tout ouvert {2 contenu dans un compact K de la forme [—M, M] x [0, T].
En effet, si K est un tel compact, on peut considérer, pour chaque Az, At > 0, des
entiers J € Z et N € N tels que K C [-JAz, JAz]| x [0, NAt], et on obtient

N J N-1 J J
VTous) < 803" 3 fuf |+ 20 Y0 3 g 4 A 3 .
n=0 j=—J n=0 j=—J j=—J

Il est alors immédiat de conclure, d’apres (3.37), que VTg(va) est bornée indépen-
damment de At et de Az. On peut raisonner de maniere analogue pour conclure que
VTa(va) est aussi borné. D’apres le théoréeme de Helly, on peut donc en conclure
Pexistence d’une sous-suite (uag,vag)r de (ua,va) et d'un couple (u,v) € BV () tels
que

(uAkvak) B (U,U), Llloc(Q)

et p. p. ¢ € Q, lorsque Atg, Az — 0, aﬁ—fﬁ’; < 1. Par une extraction diagonale, on

déduit I'existence d’une sous-suite de (ua,va) convergeant vers un couple de fonctions
(u,v) € BV(Rx [0,+0c[)*N L}, (R x [0, +00[)%. Le fait que %(-,t) et %(-,t) soient des
mesures bornées est une conséquence de la derniere inégalité de (3.37).

On s’attache maintenant a prouver que le couple (u, v) est une solution du probleme
de Cauchy (3.1)-(3.2). Pour cela, on considere ¢ € C}(Rx [0, +00[). On définit la fonction

oA sur R x [0, +o00[ par

n

oa(z,t) = ¢j, si(x,t)€ [xjfé,xj+%[x[t",t"+1[,
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ou ¢} 1= ¢(x;,t"). On multiplie les deux membres des deux équations de (3.21) par
AtAzp] et on somme sur n > 0 et sur j € Z. On obtient, pour la premiere équation,

n+1 n
IVIN) D) D e
n>0 jEZ
wi —w? AtA
Faltdr ST I = SERESTST () g (3.38)
n>0 jEZ z n>0 jEZ
soit
_80
VNS D) Dl e e Y
n>1j€Z jeZ
Foniar Y Y up o L MAT S (o
n>0 jEZ n>0 j€Z

L’équation ci-dessus s’écrit sous la forme intégrale

/ /wA x,t) 2Nl At) o, t) dxdt — /wA(a;,0+)cpA(a:,0+)dx

+oo A
—I—a/ /wAmtgoAxt) oa(x + Az, t)
Ax

/0+°°/H{(f(UA(I,t+At))—UA(JU,t—{—At))(pA(x’t)dxdt.

On passe maintenant a la limite, lorsque At et Az — 0, dans 1’égalité précédente. On
obtient

/0+OO/R(U)SOt+aw(Pm) dxdt—i—/Rwo(:r)go( - _/+°°/ (e, 1) drdt.

(3.39)

En raisonnant de maniere analogue, on obtient aussi

/0+<>0/R (2t — azpy) dadt + /Rzo(x)ﬂﬂ(x,O) dr = —% /O%O/R (f(u) —v)p(z,t) dadt.

(3.40)
Pour obtenir les équations vérifiées par u et v, on fait la différence entre (3.39) et (3.40)
et on divise par 2a, pour u, et on fait leur somme et on divise par 2, pour v. On obtient
ainsi que le couple (u,v) est une solution faible du probleme de Cauchy (3.1)-(3.2). O

3.2.5 Convergence lorsque ¢ — 0

Nous nous intéressons ici a la convergence du schéma numérique lorsque € — 0.
Puisque les estimations de la norme L et de la variation totale des suites approchées
que nous avons obtenues sont indépendantes de &, nous pourrons conclure, comme au
paragraphe précédent, ’existence d’une borne de la variation totale uniforme en e pour
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les suites approchées et utiliser le résultat de compacité donné par le théoreme de Helly.
Notre but est de montrer que la limite (u,v) des suites approchées, lorsque € — 0, est
telle que u est la solution faible entropique de la loi de conservation scalaire (3.15)
et v = f(u). Pour ce faire, il s’avere nécessaire d’étudier la limite au niveau discret,
lorsque € — 0, du terme source f(u) —v. Le lemme suivant établit une estimation de
la norme L' discréte de ce terme.

Lemme 3.3.
On suppose vérifiées les conditions sous-caractéristique (3.11) et CFL (3.23). Alors on
a, pour tout t > 0,

| £ 8) =02 ()] 1 gy < €C (3.41)

ot la constante C ne dépend ni de At ni de Ax.

Démonstration.
Il s’agit d’estimer, pour chaque n € N,

Axd o [F) =l

JEZ

Pour ce faire, on remarque que, de (3.21) on obtient

n+l _ _n+l n+1 n+1
) — = f<wj % > I
J J

2a 2
= (Mg s 08 )~ G )
wi+z7  aAt, " alAt , , o At n "
’ 5 S+ QAx(wj —wjy) —m(zjﬂ—zj) —j<f( jH)_“jH)
n+3 At n n
= f) = vy + (a= 1(E7) ) 5 as (w0 — wiy)
At g

(o PET)) 5 G — =) = T (S =),

3

n+1
avec §; ? entre u et u?“. On en déduit
At At
(14 25) 1) = o] < |7ta) = o+ o (g = w4 g = 1),

On effectue maintenant la somme, pour j sur Z, des deux membres de I'inégalité ci-
dessus. On obtient alors, en utilisant I’estimation (3.27), que

<1 + €> Z ‘f(u;“f'l) — v;.""l‘ < Z ‘f(u?) — vﬂ + 2aEVT(u0)_ (3.42)
JEL JEZ

A ce stade, on pose, pour chaque n € N,

An = |F () = |

JEZ
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et o et C les constantes

At At
a= (1 + 5> , C= QCLEVT(U()).

Avec ces notations, (3.42) s’écrit
1 1
An+1 < *An + —C
a a

et, en raisonnant par récurrence, il est alors facile de vérifier que
1\ "+ ntl NP
A <Ay | — +C -] .
(o) e (3

Comme Ay = Z ! f (u?) - v?’ et la condition initiale est a I’équilibre, on a Ay = 0.
JEZL
D’autre part, on a a > 1, donc 0 < é <1let

Wy o1i-(3)" g 1«
S () -
a a 1-— a—1 At At

p=1

On obtient ainsi 4,41 < £;C, c’est-a-dire

n+1 n+1 e At
% ‘f(u] ) — v; | < QGEEVT(UO)
J
et donc
Ax > it = ot < 20V T (up)e,
JEZ
ce qui prouve le résultat du lemme. ]

On est maintenant en mesure d’établir la convergence du schéma de relaxation
(3.22) vers l’équilibre, lorsque le temps de relaxation e — 0.

Théoreme 3.7.
Soit uy € BV (R) tel que ug(z) € K, YV € R. Supposons que la condition (3.11) est
vérifiée. Alors il existe des sous-suites (ufy, v} )e,a et une fonction

u € L®(R x [0, +o00[) N BV(R x [0,T]) N L}, (R x [0, +00[),
pour tout T' > 0, telles que

loc

va — f(u) L=([0,TT; Lj,.(R)),

loc

{ uiy — u L} (R x [0,+00)

lorsque e, At et Ax — 0. La fonction u est l'unique solution entropique du probléme
de Cauchy pour la loi de conservation (3.15), de donnée initiale ug.
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Démonstration.

1ére étape : Convergence du schéma numérique vers une solution faible de (3.15).

L’estimation (3.37) reste valable ici et la constante C' ne dépend pas de €. On conclut
alors de la méme maniére qu'il existe un couple de fonctions (u,v) tel que

(ua, va) — (u,v),

lorsque €, At, Ax — 0, la convergence étant valable dans le méme sens qu’au théoréeme
3.6. Or d’apres le lemme 3.3, on peut maintenant conclure que

sup ||f(ui) ”AHLoo(OT] Ll (R) oo O

At, Az ) e—0
et donc
lim ui) —va =0
e, At, Aa:ﬂof( A) A ’

dans L°°([0,T]; Li,.(R)) et p.p. z € R, pour tout ¢ > 0. Comme (ug,v%) — (u,v), on
obtient f(u) = v, p.p. z € R et pour tout ¢ > 0.

On procede maintenant comme dans la preuve du théoreme 3.6 pour montrer que
u est une solution faible de (3.15). On considere ¢ € C5°(R X [0, 4+00[), on multiplie les
deux membres de la premiere équation de (3.22) par AtAz” et on somme ensuite sur

n € Net j € Z. On obtient

n—1

AtAr Y Yt %
n>1j€Z
90] 1 soj W7 P
JEZ n>0 jEL
(‘OJ 1 ] nga?—go;-“ﬂ _
—aAtAxZZ( - ) =0,
n>0 jEZ
soit
Foo t—At) — t
[ [ st = S0 = oal [ 0,07 (0,07)
At JR At R
+o0
oa(r — Az, t) — pa(z,t) oa(z,t) — pa(x + Az, t)
+oo
_ ()OA(.’E—A.ZL',t)—gOA(m',t) o @A(.’B,t)—@A(CU—FA[E,t) _
a/ / ua(z,t) SAs ua(x,t) 5 A =0.

On passe a la limite, dans 1’égalité ci-dessus lorsque €, At, Ax — 0. Comme le terme
de la derniere ligne tend vers 0, on obtient

/0+00/R(ug‘f+f( )%) dz dt+/R o(2)(,0) da = 0,

et u est donc une solution faible de ’équation scalaire (3.15).
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2eme étape : La solution limite vérifie les inégalités d’entropie

On s’intéresse maintenant a prouver que u est I'unique solution entropique de (3.15).
Pour ce faire on considere (7, ¢) un couple entropie-flux d’entropie pour (3.15), avec 7
strictement convexe. On considere (F, F) le correspondant couple entropique pour le
systeme de relaxation, donné par

E(u,v) = et(w) —e (), F(u,v) = aet(w)+ae (2).

On pose
Bl = E(uj,v}) = et (wh) —e (21
et
FJZ% = aet(w}) + ae” (2]4),

ol et (w) et e~ (z) sont données par (3.17) (remarquons que, d’apres le théoreme 3.4,
on a bien w} € h™(K) et 27 € h™ (K)). On remarque d’abord que l'on a

() ) = ool () (W), (€Y (2) = 5o ()7 (2)
et donc ”((h+)_1( ))
Y (w) = — d w
= Ty % T
() (9) )
R (G ) IR
On obtient que
A N R
NN
B e+(w?+1) - e‘(z}-”l) et(wf) —e (2f) aet(w})+ae(2,)
= Al - Al + Az
aet (W} ;) + ae” (2])
B Az
et —et(w)) o et(wh) —et(wly) e () — e (2])
- At T Az - At
N ae(zgf_H)A; e*(zy)'

Or, d’apres (3.21) on a

n+1_g
J e

At At
n+1 n+1 n
(f(uj ) —v; ) —w? (1—ax) —I—a—mwj_l,

et, comme e’ (w) est une fonction strictement convexe de w, on a, d’une part,

w

A A
et (w;L+l _ ?t(f(u;wl) _ U;Hrl)) — e+(w;}+1) _ ?t(f(u;”rl) _ v?+1)(6+)/(w?+1)
A 2
F 2T ()~ ey

EL (s = ) e (),

+/,, n+1
ze (wj )~ J J J
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et, d’autre part,

At At At At
(1 g2t Bt Y <ot (11— 428 B+
e <wj <1 a x> +a xw]1> <e'(w}) (1 a x) +a e (wi_y).

On obtient ainsi que

n At n n n n At At
€+(wj - ?(f(ujﬂ) —; +1)(€+),(wj ) < e (wf) <1 - an> + afxeﬂ wiq),
autrement dit
et —et(w)) | et(w?) —etul) At
J J J j=1 =2 n+1 n+1y( + n+1
~ +a A < —(Flug™) = o) (eT) (wi™)

De maniére analogue, comme e~ (z) est une fonction strictement concave de z, on obtient

e (27h) — e (27 (2% ) —e (2%
— ( J )At ( J) +a6 ( J+1)A$ € (Z]) < _Ast(f(u.;’b-‘rl) _U;.L—&-l)(ef)/(zy-i-l).

On peut alors conclure que

E]T»H—l . En Q?—i— 1 Qn
At Ax

m\»—t

At _
< = (Fp = ot () ) = () ().
(3.43)
On remarque maintenant que (on omet les indices pour alléger les notations)

(f(w) —v)(e")(w) = (f(u)—v)(e") (f(u) +au+v— f(u))
(f(u) + au) = (f(u) = v)*(")"(€)
) —

(f (u) =
= (f(u) = 0)(n)'(u) = (f() = v)*(€)"(€)

et
(f(w) —v)(e™)(z) = (f(u)—v)(e")(f(u) —au+v— f(u))
= (F(w) = v)(e7) (f(u) — au) = (F(u) — v)*(e7)"(§)
= (f(u) = 0)(m)'(u) = (f(u) = v)*(e7)"(€)

De (3.43) on peut alors conclure que

2 <

E;?+1_E;@+Q?+ “Qly A
9

A7 N () = o 2((e) () — (M) "(g7h) <o,

du & la convexité et & la concavité de (e™)” et de (e )" respectivement. Nous considérons
maintenant une fonction 1 € C}(Rx]0,+00) telle que ¢ > 0, nous multiplions les
membres de gauche et de droite de I'inégalité précédente par AtAa:w? et faisons la
somme pour n € N et pour j € Z. Nous obtenons

n—1 n
AtAxZZE"w Y L AtATY N QU v wﬂ“ >0,

neN jeZ neN jeZ
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cette inégalité pouvant s’écrire sous la forme

/+Oo/ Eua(z,t), va(x, 1) 22T ZBD Z¥a@,t) o
At R

At
e - Ya(z,t) —Yalr + Az, t)
+/0 /R(%Jr(wa(l‘,t)) + ae” (za(z + Az, t))) s <0.

Nous passons maintenant a la limite lorsque ¢, At, Az — 0. Or on a, d’une part,
E(UA(I’, t)v UA(:E7 t)) - E(ua f(u))(l'v t) = U(U(xa t))
et, d’autre part,

ae™ (wa(z,t))+ae” (2a(z + Az, t))
— aet (f(u(z,t)) + au(z,t)) + ae” (f(u(z,t)) — au(z,t))
= F(u, f(u))(,1)
= q(u(z,t)),

de sorte que 'on obtient

/0 /R”(“)at + Q(U)% dzdt > 0.

Cette inégalité étant valable pour toute fonction teste ¢ et pour tout couple entropie-
flux d’entropie (7, ¢), on conclut que u est la solution entropique du probleme de Cauchy
pour la loi de conservation scalaire (3.15), de donnée initiale ug, ce que finit la preuve
du théoreme. O



CHAPITRE 4

Le cadre général du couplage

Dans ce chapitre, nous décrivons de facon générale le probleme du couplage de
systemes hyperboliques de lois de conservation. Les notations et définitions que nous
introduisons ici seront utilisées au chapitre prochain dans un cadre simple, celui du
couplage entre le systéme de relaxation (3.1) et la loi de conservation scalaire (3.15),
puis au chapitre 7 dans un cadre plus complexe, celui du couplage du systeme de la
dynamique des gaz et d'un systeme de relaxation associé. Le présent chapitre intro-
duit ainsi le cadre formel qui permettra de traiter les problemes de couplage qui seront
abordés dans la suite de ce mémoire.

Dans sa forme la plus générale, ce probleme consiste en coupler les deux systemes
hyperboliques

U € RP Up € R4
d d
ouy, 0 oUgr 0
Fr . — VR il o —
g +l§:1 D L:(Ur) = Sp(UL), 5 +Z§:1 o ri(Ur) = Sr(Ur),
reQp, t>0, r € Qg, t>0,

a une interface fixe située en Q\ (2, U Qpg), avec la condition initiale

UL(iL‘,O) = ULO(I), x € QL,
UR(.T,O) = URO(x)a x € Qp,

et des conditions de couplage a l'interface que nous allons préciser par la suite. On
suppose que Qr, Qr et Q sont des ouverts de R? tels que Q = Qp U QU (Qp N QR)
et que les ensembles Qf, Qg et Q7 N Qp sont disjoints entre eux. Uniquement le cas
unidimensionnel (d = 1) sera traité ici, mais nous faisons toutefois référence, dans le
contexte de la thermohydraulique, & des cas plus généraux de couplage de systemes
de différentes dimensions, comme ceux étudiés dans [HHO4]. Nous allons alors fixer
Qr={z : x <0} et Qp = {z : = > 0}, l'interface de couplage se placant alors en
z = 0.

Les notions que nous présentons par la suite ont été introduites, d’abord pour le
cas d’'une équation scalaire, par Godlewski et Raviart dans [GRO04], puis, pour le cas
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des systemes, par Godlewski, LeThan et Raviart dans [GLRO05]. Dans ces travaux on
s'intéresse au cas ou les systéemes couplés sont de méme taille, c’est-a-dire avec p = q.
Deux approches sont proposées pour traiter ce probleme. La premiére est d’introduire
un modele global, au moyen d’un flux global, pour décrire les systemes a coupler.
Cette approche est nommée couplage par flux. Comme le systeme couplé est finale-
ment un systéme conservatif, son implémentation numérique est classique, au sens ou
les méthodes de volumes finis traditionnelles peuvent étre appliquées. La deuxieme
approche, qui sera celle que 'on adoptera (généralisée au cas de systemes de tailles
différentes, en suivant [ACC+05a], [ACC+05b]), est nommée couplage par état. Ce cou-
plage consiste a résoudre dans chaque sous-domaine un probléme aux limites relatif au
modele correspondant, pour lequel la condition au bord est transmise par le modele du
domaine complémentaire. Ces conditions de couplage imposent de facon faible la conti-
nuité des variables d’état au niveau de l'interface de couplage. Une autre approche, qui
dérive de cette deuxieme, peut étre envisagée. Il s’agit du couplage par état modifié, ou
I’on transmet au niveau de l'interface de couplage d’autres variables que les variables
conservatives, ce qui peut étre plus intéressant du point de vue de la physique. Dans ce
contexte, les méthodes de volumes finis existantes doivent étre adaptées pour préciser
I'information & transmettre a l'interface de couplage au niveau numérique. Dans les
travaux précédemment cités, une méthode de double-flux, inspirée de celle de [AKO01],
est ainsi proposée.

Avant de continuer, nous précisons les notations utilisées dans la suite de ce chapitre.
Les fonctions et les quantités des systemes de gauche et de droite seront systéma-
tiquement notées par un indice L (left) et R (right). On utilisera les notations g (gauche)
et d (droite), quand il s’agit de faire référence aux états initiaux de gauche et de droite
pour un probleme de Riemann pour un systeme donné.

4.1 Le cas des systemes de méme taille

Dans ce premier paragraphe, on suppose p = q et on admet que les vecteurs Uy, et
Upg correspondent aux mémes variables physiques. Il s’agit alors de coupler les systemes

oU 0 oU 0

E—FafFL(U)—SL(U), E-{—%FR(U)—SR(U),

U(2,0) = Uro(x), U(,0) = Uno(). (4.)
x <0, t>0, x>0, t>0,

en ¢ = 0. Les flux F}, et Fg et les termes sources Sy, et Sg sont des fonctions données
(on peut avoir Sy, et Sk nuls) et on suppose que 'espace des états admissibles pour U
est un ouvert €2 de RP.

4.1.1 Le couplage par flux

Le couplage par flux consiste en rassembler les deux sous-modeles de (4.1) par moyen
de l'introduction d’une nouvelle variable. Le modele couplé peut étre, par exemple
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(d’autres possibilités existent), le systéme augmenté

U L9 b,y = sw.y),
oY )

— =0, z€eR, t>0,

ot
ou la nouvelle variable Y (une wvariable de couleur) prend ses valeurs dans 'intervalle
[0,1] et a comme condition initiale

0, =<0,
1, >0.

Y(z,0) = Yy(x) = {

Le flux F et le terme source S du systéme couplé sont maintenant définis par
F(U,Y) = (1= Y)Fy(U) + Y Fa(U)

et
SU,Y)=(1-Y)S(U)+YSr(U).

Le systeme couplé est ainsi un systeéme conservatif. Cependant, cette méthode peut
introduire des phénomenes tels que la résonance, si la matrice jacobienne DF du flux
F' admet une valeur propre nulle. En ce cas la matrice jacobienne du systeme global
possede une valeur propre double nulle et ses vecteurs propres peuvent ne pas générer
une base de RPT!. C’est pourquoi parfois la deuxiéme équation de (4.2) est remplacée
par une équation de relaxation qui envoie Y a la valeur d’équilibre Yj.

4.1.2 Le couplage par état

L’idée de la méthode du couplage par état est de regarder les systemes a coupler
comme deux problemes de valeurs au bord et d’imposer, au niveau de 'interface de
couplage x = 0, la condition aux limites

U0 ,t) =U(07,1), (4.3)

autrement dit, imposer que U(07,¢) soit une condition aux limites pour le systéme de
gauche et que U(07,t) soit une condition aux limites pour le systéme de droite. De
facon concrete, la solution U du probleme couplé doit étre solution, dans I’ensemble

{z <0, t > 0}, du probléme aux limites pour le systeme
ou 0
— 4+ —F(U)=5,(U 0,t>0
5 T 5, feWU) =5cU), <0, t>0,
U(z,0) =Upp(x), =<0,

(4.4)

ayant comme condition au bord U(0,t) = U(0",¢), ¢t > 0, et elle doit étre solution,
dans ’ensemble {z > 0, t > 0}, du probléme aux limites pour le systéme

ou 0
EJr%FR(U):SR(U), x>0,t>0,

U(ﬂ:’,O) = UOR(x)v x>0,

(4.5)
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ayant comme condition au bord U(0,t) = U(0~,t), ¢t > 0.

Or, comme on I’a mentionné dans le chapitre 1 de la premiere partie, ces conditions
aux limites ne peuvent avoir lieu que dans un sens faible. Dans [GR04] et [GLRO5],
les auteurs proposent d’interpréter la condition (4.3) comme une condition aux limites
admissible au sens de Dubois et LeFloch (cf. [DL88]) : la solution U du probléme couplé
doit vérifier au niveau de 'interface de couplage les conditions

U0, t) € OL(U(0F, 1)),

U(0*,t) € Or(U(07,1)), (4.6)

pour tout ¢t > 0, ol, pour a € €2,

Or(a) :={Wr(07;U,a) : U € Q},
Or(a) := {Wg(0%;a,U) : U € Q},

Wi(%,a,b) (i = L, R) désignant la solution du probléeme de Riemann
t

ou 0
E+87£CF1(U)_O’ reR, t>0,

U(:B,O):{

a, T <0,
b, x > 0.

La condition (4.6) exprime ainsi que pour ¢t > 0, U(07,¢) doit étre la trace en

% = 07 d’une solution d'un probleme de Riemann pour le systéme associé au flux FT,

dont la donnée initiale prend la valeur U (0", ¢) pour x > 0, et une condition symétrique
X

pour U(0T, ) : celui-ci doit étre la trace en ¥ = 07 d’une solution d’un probleme de
Riemann pour le systéeme associé au flux Fr, dont la donnée initiale prend la valeur
U(07,t) pour z < 0. Il est important de remarquer que, si la condition aux limites (4.3)
a lieu au sens fort, clairement la condition faible (4.6) est aussi vérifiée.

Sans aucune condition supplémentaire, ce probleme n’est pas toujours bien posé,
méme si chacun des modeles (4.4) et (4.5) est bien posé. En particulier, il peut ne pas 'y
avoir unicité de la solution du probleme couplé. Pour le voir, considérons par exemple

le couplage entre deux équations scalaires

ou 0 ou 0
EJF%fL(U) =0, a+%f}%(u) =0,
<0, t>0, x>0, t>0,

ou les flux fr, et fr sont tels que f7(u) <0 et frp(u) >0, V u. On peut prendre le cas
particulier ou fr(u) = —u et fr(u) = u. Dans ce cas, comme les ondes pour le systeme
associé au flux fr sont de vitesse négative et celles du systeme associé au flux fr de
vitesse positive, on a

O1(a) = Or(a) = {a}.

Ainsi la condition (4.6) entraine

w(07,t) = u(0T, 1),
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et le probleme couplé peut prendre une valeur arbitraire u(0,t) = «(t) a la frontiere
z =0.

F1G. 4.1 — Caractéristiques pour le probleme couplé lorsque f; < 0 et fp > 0 : la
solution est indéterminée en x = 0.

4.1.3 Le couplage par état modifié

On peut envisager de transmettre au niveau de l'interface de couplage, au lieu des
variables d’état, d’autres variables physiques. Dans ce cas, la condition de couplage
(4.6) est remplacée par une condition analogue dans les nouvelles variables. On parle
désormais de couplage par état modifié. Le cadre général est le suivant. Supposons que

Ur—Vi=pi(U) (i=L, R),

est un changement de variables qui soit un difféfomorphisme entre {2 et un ouvert
Qp C R™ Au lieu d’'imposer la condition (4.3), on impose une condition analogue
dans les nouvelles variables :

@L(U(O_,t)) Z@R(U(0+,t)). (4.7)

Autrement dit, ce ne sont plus les variables U qui sont transmises a l'interface, mais
les nouvelles variables V. C’est pourquoi on parle aussi de couplage par état dans les
variables V. de fagon a préciser a travers quelles variables le couplage s’effectue. Si ’'on
pose Vi,(07,t) = o (U(07,t)) et Vr(0T,t) = ¢r(U(0T, 1)), la condition (4.7) signifie
que, pour tout ¢ > 0, les conditions

Vi(07,t) € O (VR(0F,1)), (48)
VR(O+at) € @R(VL(O_vt))7 .

doivent étre vérifiées, ou, pour b € Qy,
OL(b) = {Z,(07;V,b) : V € Qy},
Or(b) :== {Zpr(0";b,V) : V € Qy}.

Les fonctions Z L(%; Vg, Vd) et Z R(%; Vg, Vd) correspondent maintenant respectivement
a la solution du probleme de Riemann pour le systeme de gauche et de droite de (4.1),
exprimée en variables V, c’est-a-dire

2153V Va) = e (We(Fsz' (Vo) v (V) )



94 CHAPITRE 4. LE CADRE GENERAL DU COUPLAGE

et

ZR(%SVgan> SOR(WR( ;PR (Vq),‘P]_%l(Vd)))-

On remarque que si ¢, = g est la fonction identité de €2, et donc V = U, on retrouve
bien str les conditions de couplage du paragraphe précédent.

Pour comparer le couplage par état avec différents systémes de variables, nous
prenons un premier exemple, celui du couplage entre deux lois de conservation scalaires
de flux fr, et fr respectivement. Supposons que 'on choisit les fonctions ¢r,(u) = fr(u)
et pr(u) = fr(u). Alors, dans le cas ou la condition aux limites (4.8) donne lieu a
I'égalité (4.7), c’est-a-dire quand la solution du probléme couplé modifié est continue a

I'interface, on obtient
fr(u(07,1)) = fr(u(07,1))

et on peut alors avoir u(0~,t) # u(0™, ).

Un deuxiéme exemple, dans un cadre plus complexe que nous aborderons au cha-
pitre 7, est celui du couplage des équations d’Euler de la dynamique des gaz (voir a
I'introduction générale le systeme (8)), avec des lois d’états différentes (ce probleme a
été traité dans [CRS]). Dans ce cas, on peut considérer au lieu des variables conserva-
tives (p, pu, pe), par exemple les variables primitives (p,u,p). Les fonctions ¢r, et g
sont alors définies par

pr(U) = (M%,ZJL(P»E))’ er(U) = (P,p ,Pr(p, )>,

pour tout U € Q = {(p,pu,pe) ER?: p>0, &> O}, ol pe = pe—&—p“; et donc

2 (pe (o 2up) ) Si a nouveau la solution du probleme couplé est continue a 'interface,

on a alors, pour tout ¢t > 0,

(p,u,p)(07, 1) = (p,u, p)(07, ).

Si I'on regarde ce qui se passe en variables conservatives, on a bien p(07,t) = p(07,¢)
t (pu)(0,t) = (pu)(0",t). En revanche, comme les lois d’états sont différentes pour
les systemes de gauche et de droite, les fonctions qui définissent les énergies internes
le sont aussi (si, par exemple, p;, = (v — 1)pe et pr = (vr — 1)pe sont deux lois
d’états de gaz parfaits avec coefficients adiabatiques v;, > 1 et vy > 1 différents, on a
ep =ep(p,p) = (,YL 7 #er =er(p,p) = ﬁ) Ainsi on aura (07 ,t) # zs(O+ t)
et par conséquent (pe) (O ,t) # (pe) (07T, t). Cet exemple montre qu’il n’est pas possible
de préserver la continuité de la vitesse et de la pression au niveau de l'interface en
préservant celle de 1’énergie totale et donc qu’il n’est pas équivalent de coupler en
variables conservatives et en variables primitives.

Ces deux exemples mettent aussi en évidence le fait que 'on doit faire par avance
le choix des variables a transmettre.

4.2 Extension au cas des systemes de tailles différentes

Les notions introduites dans [GLRO05] et [GRO04] pour le couplage de systemes de
méme taille, que nous avons présentées a la section précédente, ont été généralisées
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au cas des systemes de tailles différentes dans [ACC+05a], [ACCH+05b] et [ACC+05d].
Nous présentons ce cas ici. Le but est de coupler les deux systemes

oUu, o ) B

- T (TFL(UL) Sr(Ur), 25+ %FR(UR) = Sr(Ur),

UL(x,0) = Upo(z), Ur(w,0) = Ugg(), (4.9)
z<0, t>0, x>0, t>0,

ol, maintenant, Uy, prend ses valeurs dans un ouvert 7, de RP, Ur dans un ouvert
Qpr de R? et p # ¢. On considere qu’il existe deux opérateurs, un, de projection, de
I’espace des états du modele « plus grand » vers 1 espace des états du modele « plus
petit », et un autre, de relevement, dans le sens contraire, qui permettent de faire une
correspondance entre les variables des deux systemes. On suppose

HE:QL%QR et HE:QR—’QL
Uy — T(UL) Ur — 11} (Ur)

de tels opérateurs. Bien évidement, il existe de nombreuses fagons de définir ces fonc-
tions. Néanmoins, on les choisit au cas par cas, selon les informations que ’on dispose
de la physique.

Le couplage par état est maintenant défini de facon analogue au couplage entre
systemes de méme taille : les conditions de transmission imposées a l'interface sont les
conditions

UL(07,t) = I (Ur(0*,1)),
IR (UL(07, 1)) = Ur(0", 1),
a nouveau dans le sens ou 'on impose
UL(0,1) € O (IF (UR(0%,1))),
(4.10)
Un(0*,t) € OR (g (UL(0™,1)) ).

pour tout ¢ > 0. Les ensembles Of, et Og sont, pour a € €, et pour b € Qp, définis par

OL((Z :{ O :Ur, )2ULEQL},
{ 0Jr b UR) : UREQR}.

Comme précédemment, VVZ(%, Uigs Uid) (i = L, R) désigne la solution du probleme de
Riemann

oU; 0
—F;(U;) = ) R7 5
5 1 52 (U;))=0, z€R, t>0
Uig) x <0,
Uiq, x> 0.

On peut aussi envisager a nouveau le couplage a travers d’autres systemes de va-
riables. Soient alors @7, : Q — Q1 et pr : Qrp — Qy g des changements de
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variables comme au paragraphe précédent, avec Vi, = ¢r(Ur) et Vg = ¢r(Ug). On
suppose également qu’il existe des opérateurs

@}L% Qv — Qug et @IL% :Qver — Qv
Vi — O5(VL) Vi — ©%(VR)

qui jouent le méme role que HIL% et Hf, en faisant correspondre les nouvelles variables
Vi et Vi entre elles. La condition de couplage que l'on souhaite imposer s’écrit cette
fois

V(07 1) = O (Ve(07, 1)),

Gﬁ(VL(O_a t)) = VR(0+7t)7

soit, sous sa forme faible,

Vi(07,t) € @L <@f(VR(0+, t))),

’ (4.11)
V0% 1) € On(OR(07 1)),

pour tout ¢ > 0. Comme pour les systémes de méme taille, les ensembles Oy, et Og
sont des ensembles de traces de solutions du probleme de Riemann qui sont désormais
exprimées dans les variables Vi, et Vg : si b, € Qv et br € Qy R,

@L(bL) = {ZL(O_;V, br) : V€ QV,L},
@R(bR) = {ZR(OJF;I)R,V) Ve Q\@R},
ou Z L(%; Vig, VLd) (respectivement Z R(%; VRgs VRd)) correspond maintenant a la solu-

tion du probléme de Riemann pour le systéme de gauche (respectivement de droite) de
(4.9), exprimée en variables V, c’est-a-dire

71 (53Vig Via) = o0 (Wi (5501 (Vig) 97 (Vi) )
et

Zn(5: Vig: Viea) = or (Wi (5305 (V) 0 (Via) ) ).

Remarque 4.1.

On a présenté le couplage par état modifié dans sa forme la plus générale. Si l'on
suppose que les opérateurs HIL% et HIL% ne dépendent pas du changement de variables oy,
et R, on peut prendre OL = Hé et OF = fo Mais on ne peut pas considérer, comme
il pourrait paraitre naturel, ©% = ¢p o HIL“2 ) gpzl et OFf = ppolfo cp;%l.



CHAPITRE 5

Couplage d’une loi de conservation
scalaire et du systeme de relaxation
associé

On s’intéresse dans ce chapitre a un premier probléme de couplage du type « modele
a I’équilibre - modele hors équilibre ». On étudie ici dans un cadre simple le probleme
du couplage entre la loi de conservation scalaire (3.15) et le systeme de relaxation (3.1).

5.1 Le probleme couplé

Nous étudions ici le probleme du couplage, a une interface fixe placée en z = 0,
entre le systeme de relaxation (3.1) et la loi de conservation scalaire (3.15). Le probleme
couplé est défini par

( Ou 0
EJr%(u)—O, x<0,t>0,
Oue n Oue 0 (5.1)
a‘zt &gu ) z>0,t>0.
e 2 e+ .
at +a 8.’13 - E(f(ué‘) v€)7

Nous considérerons dans toute cette section € > 0 fixé. Pour aléger les notations,
on omettra alors, ainsi que nous avons fait au chapitre 3, I'indice € des variables u et v
du systeme de relaxation.

Nous nous intéressons dans la suite au probleme de Cauchy pour le systeme (5.1),
de donnée initiale

u(z,0) =ug(z), z€R (5.2)
v(z,0) = vo(x), = > 0.

Dans le contexte du chapitre précédent, le systeme L correspond ici a la loi de conser-
vation scalaire (3.15) et le systeme R au systéme de relaxation (3.1). Nous adaptons le
concept du couplage par état, introduit dans ce chapitre, pour définir une solution du
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probléme couplé (5.1)-(5.2). Pour cela on fait correspondre entre soi les variables d’état
de gauche et de droite intervenant dans le probleme couplé de la fagon suivante : d’une
part, & chaque état u € R pour Iéquation (3.15), nous faisons correspondre un état
(u,v) € R? pour le systéme de relaxation défini par (u,v) = (u, f(u)). D’autre part,
pour (u,v) € R?, on I'associe naturellement I’état u pour 1’équation scalaire. Ainsi,
selon les notations du chapitre précédent, on a

Mh(w) = (u, f(w)), TH(u,v) = u.

Selon la définition du couplage par état, la solution (u,v) du probléeme couplé doit
étre telle que u est solution de ’équation (3.15) dans ’ensemble des = < 0, le couple
(u,v) est solution du systeme (3.1) dans I'ensemble des = > 0 et, de plus, une condition
de couplage entre u(07,t) et (u,v)(0",¢) doit se vérifier, & savoir :

u(07,t) € Op (u(0™, 1)), Vt>0, (5.3)
(u,v)(0F, 1) € (’)R((u, f(u))(o—,t)), vt > 0. (5.4)

Ci-dessus, pour a € R, O (a) est 'ensemble des traces en x = 0~ des solutions de tous
les problemes de Riemann pour 1’équation scalaire (3.15), dont la donnée initiale est
égale a a, pour z > 0 :

Or(a) = {w(07;u,a) : u e R},

ol w( ;Uyg, ud) est la solution du probleme de Riemann

ou

— 4+ — 0 R, t>0
5 T oe f() , TER, >0,
) <07
u(z,0) = ter ¥
ug, x> 0.

Pour (a,b) € R?, Or((a,b)) est, de maniere analogue, ’ensemble
Or((a,h)) = {W(0*: (a,b), (u,v)) = (u,0) € R?},

ou W(%, (ug,vg), (uq, vd)) est ici la solution du probléme de Riemann pour le systéeme

((Ou Ov
o Tor
o L 0u reR, t>0,
at+a %:0,
(1, 0) (1, 0) = (ug,vq), x <0,
(ug,vq), x> 0.

Analysons les conditions (5.3) et (5.4). D’une part, selon [DL88], imposer la condi-
tion (5.3) est équivalent a imposer que u soit solution du probleme aux limites pour
la loi de conservation scalaire (3.15), au sens de Bardos, Le Roux et Nédélec, dans
I'ensemble R~ x [0, +o00[, de donnée au bord u(07",¢), pour tout ¢ > 0. D’autre part,
comme le systéme homogene associé au systeme (3.1), c’est-a-dire le systeme

ou, o0,
ot oxr
ov QOU_O

8t+ ox
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est un systeme linéaire diagonalisable, imposer la condition (5.4) est ici aussi équivalent
a imposer que (u,v) soit solution du probleme aux limites pour le systeme (3.1), dans
I'ensemble RT X [0, +o0[, de condition aux limites (u, f(u))(07,¢), au sens classique des
équations hyperboliques linéaires.

On définit alors une solution du probléme (5.1) de la manieére suivante :

Définition 5.1.
Soit (ug,vp) € L>®(R) x L>®(RT). Un couple

(u,v) € L2(R x [0, +00[) x L¥(RT x [0, +00])

est une solution du probléme couplé (5.1)-(5.2) siu est solution, dans le domaine R™ x
[0, +00], du probléme aux limites

ou 0

— + = =0 0,t>0
5 T (W =0, <0, ¢>0,
u(z,0) = ug(), <0, (5:5)
w(0,t) = u(0T,t), t>0,
et si (u,v) est solution, dans le domaine RY x [0, +oo[, du probleme aux limites
0 0
St 5 =0,
t oz >0, t>0,
St = (7w) ~ )
ot oz e ’ (5.6)

(U,U)(SL',O) = (UO7U0)($)7 x>0,
(u,v)(0,t) = (u, f(u))(07,t), t>0.

Remarquons & nouveau que le probleme (5.6) est équivalent au probléme suivant,
dans les variables (w, z) = (v + au,v — au) :

( ow ow 1
o %y T =(f(u) —v),

€

Py 9 1 z>0,t>0,
€

(f(u) =), (5.7)

ot aax N
(w, 2)(x,0) = (vo + aug, vg — aug)(x), = >0,
(w,2)(0,t) = (f(u) + au, f(u) — au)(07,t), t>0.

5.1.1 Le probléeme aux limites pour le systéme de relaxation

Nous nous intéressons désormais au probleme aux limites pour le systeme de re-
laxation. Soient (ug,vo) € L>®°(RT)? et (u,v) € L>®(RT)? et considérons le probleme
aux limites pour le systeme (3.1) dans le quart de plan R x [0, 4o00[, de condition aux
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limites (u, ) :

( ou Ov

E‘F%:Oa
ov 28u_1
5 Ta 87:7g(f(u)—v), z>0,1t>0, (5.8)

(u,v)(x,0) = (ug, vo)(x), = >0,
(u,v)(0,t) = (w,0)(t), t > 0.

\
Le probléme précédent est équivalent au probleme suivant, dans les variables (w, z) :

( ow ow 1

e + a% = g(f(u) — ),

0z 0z 1

o _a%:g(f(u)—v), x>0,1t>0, (5.9)

(w, 2)(x,0) = (wo, 20)(x), = >0,
| (w,2)(0,1) = (w,2)(t), t >0,

ou (w,z) = (v+ au,v — au). On peut montrer, comme on a fait pour le systeme de
relaxation au chapitre 3, que (w,z2) € C ([(),T];LZIOC(RJF))2 est solution du probléeme
(5.9) si et seulement si, pour tout ¢ > 0 on a

wo(x—at)+/0 %(f(u)—v)(a:—a(t—T),T)dT, six —at >0,
w(z,t) = t o1

W(t—f) +/t_z g(f(u)—v)(x—a(t—T),T)dT, six—at <0,

z(x,t) = zg(a:+at)—|—/0 1(f(u)—v)(:c—l—a(t—T),T)alT.

€

(5.10)
Nous allons montrer, comme au chapitre 3, que les équations (5.10) admettent une
solution. Afin de montrer que la solution (w,z) admet une trace en x = 07, nous
prouvons ’existence de solution de (5.10) dans ’espace

C([0,T); Line(RY))” 1 C([0, +00[; Lo ([0, T1)),
pour tout 17" > 0.

Théoreme 5.1.
Soit (wo, 20) € L>®(R)2. Alors, le probléeme de Cauchy (5.9) admet une unique solution
(w, 2) telle que (w, z) € C([0,T); L; (R+))200([O, +oo[; L} ([O,T]))Q, pour tout T' > 0.

loc loc
Démonstration.
La preuve est analogue a celle du Théoreme 3.1 du chapitre 3. On reprend ici les
notations y utilisées. Nous prouvons d’abord un résultat d’existence locale. Pour ce
faire, on pose M une constante positive telle que M > ||(wo, 20)||ccs M > ||W||0o €t Kas
la constante de Lipschitz de F' associée a la valeur M. On considere Th; > 0 tel que

M —[[(wo, z0)llc M — [|(@]|oo 1 }
|F(0,0)] + MKy" |F(0,0)] + MKy (24 a)Kas +2aK )

Ty < min {1,
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et Q = [0, @] un intervalle borné de R* tel que [0, 2aT] C Q.

Nous allons montrer que ’équation (3.6) admet une solution (w, z) appartenant a
Iespace C([0, T); Ll(Q))QﬂLOO ([0, Tarl; LOO(R))QHC(Q; L} (o, TM]))2. Pour ce faire,
on prouve que ’application définie par

(w,z) — T(w, z) = (w, 2),

ol
t
wo(z — at) + / F(w,z)(x —a(t —7),7)dr, siz—at>0,
0
w(xat) - T t
m(t— 7) + | F(w,5)(x—at—1),7)dr, siz—at <0,
a t—Z

2(z,t) = zo(x+at)+ /Ot F(w,z)(x + a(t —7),7)dr,
admet un unique point fixe dans ’espace fonctionnel
C= {(w,z) e (10, Tn]; LH(Q)) N
L([0, TarJs L2 (R)) 0 C(9 Lioel [0, Tar]))* 1w, 2) oo < M}
On a que C est un espace de Banach pour la norme

[(w, 2)lle = sup |[(w,z)(-; 1)l L1(0)2
[OvTM]

+ esssup H(’UJ, Z)(v t)HLOO(R)2 =+ sup ”(w7 Z)(I‘, ')HLl([O,TMDQ'
[0,Tas] (0,0

La propriété de stabilité en norme L*° se prouve de la méme maniere que dans le
théoreme 3.1 et on va donc omettre ici sa preuve.

Prouvons alors que l'application 7 est une contraction dans C. Soient (w,Z) et
(1, 2) € C. Comme au troisieme chapitre, nous noterons

(TEHTE> = T(’LT), 2)7 (Tﬁ)a Ti) = T(?I}, 2)
On prouve de la méme maniere que l'on y a fait que

(T, Tz) = (T, T2) | oo (0,10 Lo (R))2. < K Tar || (@, 2) = (0, 2)] oo (j0,70,]s 5% ()2

(5.11)
D’autre part, pour chaque 0 <t < Thy, on a que
(7o — Ta) (1) 1) < /Q /Ot (F(w,2) — F(@, ) (x — a(t — 7),7) dr| da
- /oat /,: (F(w,2) = F(,2))(w = a(t = 7),7) dr | dz
[N - r ) e

=1 + I.
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L </0 /G(H) (F(@,2) - F(@,2))(x — alt — 7),7)| dadr

—/Ot /OM\(F(w,z)—F(w,z))(x,r)\ dxdr,

par application du théoreme de Fubini et du changement de variables x —a(t — 7) = y.
On obtient alors

I < TMKMH(U_), 2) - (UNJ, 2)”0([0,TM};L1(Q))2 (512)

D’autre part on a

IQS/O /j‘(F(w,z)—F(N,z))(m—a(t—T )| dwdr
t ra—a(t—T)
= /0 / |(F(1Z),2) - F(u?,i))(x,T)} dxdr,

et on obtient a nouveau

Iy < Ty Kuml[(w, 2) = (@, 2)[| (o, L1 (2))2- (5.13)
On analyse maintenant [[(7z — 7z)(z,?)||11(q). On a
1(Zz — Tz) (2, )| 1 / / ‘ F(w,%))(z+a(t —7),7)| drda
/ / |(F (@0,%))(z +a(t — 7),7)| dedr
a+a(t—r)
/ / (@,2) — F(@,2))(,7)| dadr

(t=7)

:/ / |(F(w,z) — F(w,2))(z,7)| dedr
0 Ja(t—7)
t pota(t—r) o
+/o /a |(F(w,2) — F(w, 2))(x,7)| dedr.

Or, d’un c6té on a que

t o
/0 /t |(F(w,2) = F(w, 2)) (x,7)| dedr < Ty Kar||(w, 2) = (@, 2|l co,100:01 (9)2-

D’un autre coté,

t pota(t—r)
/0 / ](F(w,z) —F(’LZ),Z))(ZE,T)‘ dzxdr

< aT]%4KM||(U_)? z) — (W, Z)HLOO([O,TM];L"O(R)P'



5.1. LE PROBLEME COUPLE 103

On en déduit, d’apres ces deux dernieres inégalités et de (5.12) et (5.13), que
17 (w,2) =T (@, 2)|| oo (j0,10); L2 (R)) + 1T (0, Z) — T (@, 2) |l c(j0,100:21(92))
< 2Ty K + aThyy Kap)||(0,2) — (@, 2) e

On s’attache maintenant & prouver une estimation de || 7 (w, 2) =7 (0, 2) | ¢((0,a; L1 ([0,Ta1]))>.
On a

17 — T lloo,a0;21 (0,100)) = Sl[zp]H(Tw T) (@, )l (fo,70))
xe|0,a

Tnm
= sup / (7o — Tg)(z, t)| dt.

z€[0,a] JO

On suppose que x < alys. On a

/OTAI|(T Ts) xt|dt</ /‘ F(,2) (2 — alt — ), 7 ‘det

. \(F(w,z) F(w,2))(z —a(t —7),7)| drdt

=1 +I~2.

W= [
“‘/ /’ F(@,2))(s,7)| dsdr
//Z F(w,2))(as, T)| dsdr

< TuKnm Sap (@, 2) = (@, 2)(2, )| L1 o,y

+ aT]%/[KMH(wv z) — (w, Z)HLOO([O,TM];LOO(Q))'

F(w,2))(z —a(t —7),7)| dtdr

D’autre part, on a

_ (Tu e
12:/ / (F(@,2) — F(@,2))(x — a(t — 7),7)| didr

—a/ / |(F F(w,%))(s,7)| dsdr

< aTm K [Soup] (@, 2) = (@, 2) (2, )| L1 (jo,72])-

On prouve des estimations analogues si > aT)s et pour |7z — Tz ¢((0,a);21 ([0,72:))) €
sorte que 'on obtient

|7 (w,2) = T(0, 2) | (0,001 (01012 < T K FOUP} [(w,2) — (0, 2) (2, )| 1 (0,71

+aTi K@, 2) — (@, ) poe o) E = ()
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On conclut alors que l'on a
|17 (w,2) = T(@,2)lle < ((2+ a)Tn K + 24T Kr)||(0, 2) — (@, %)l
< Ty ((2+ a)Kn + 2aKy)|(w, 2) — (0, 2)]|e,
puisque Ths < 1. Comme on a

1
(2+a)Km +2aKy)’

Ty <
(

on conclut que I'application 7 est une contraction stricte de C dans lui-méme. Elle
admet donc un unique point fixe (w,z), d’apres le théoréme de Banach, qui est so-
lution de probleme de Cauchy (5.9) dans C/([0, Th]; Ll(Q))2 N L ([0, Twl; LO"(R))2 N
C([0,a]; L ([0, TM]))Z. Si l’on admet 'existence d’une région invariante pour le systéme
de relaxation (voir théoréme 3.2), on conclut comme dans la preuve du théoreme 3.1
que l'on peut considérer Tjs ne dependant pas de la donnée initiale, ce qui permet
d’obtenir le résultat d’existence globale. O

D’apres (5.10), on déduit que, si (w, z) est la solution de (5.9) donnée par le théoreme
précédent, alors
w(0,t) = w(t)

et

2(0,4) = zo(at) + /0 Yr) = )t - ), 7) dr.

3

On a ainsi que w vérifie la condition aux limites w(0,t) = w(t) au sens fort, tandis
que pour z la condition aux limites n’est pas prise en compte. Ceci est cohérent avec le
fait que pour l'invariant de Riemann z les caractéristiques sont sortantes du domaine
RT x [0,400] et que pour w celles-ci sont rentrantes.

Dans les variables (u,v), la solution du probléme aux limites de donnée initiale
(uo,v0) et de condition aux limites (@, 7) est alors donnée par

o0 = (%5557 ) @)

2¢ 7 2

ol w et z vérifient (5.10), et on a en particulier

o(t) + au(t) — vo(at) + aug(at) — / %(f(u) —v)(a(t —7),7)dT
u(0,t) = 5 0 ,
o(t) + au(t) + vo(at) — aug(at) + / é(f(u) —v)(a(t —7),7)dT
v(0,t) = 5 0 .

5.1.2 Solution du probléme couplé dans les cas f' >0 et [/ <0

Considérons K un intervalle de R ou les solutions de l’équation scalaire (3.1)
prennent leurs valeurs. Nous considérons ici un cas simple et nous nous proposons
d’étudier le probleme couplé lorsque le flux f vérifie f'(u) > 0, Vu € K, ou f'(u) <
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0, Yu € K. On se pose dans le méme cadre qu’au chapitre 3, notamment nous admet-
tons que la condition sous-caractéristique (3.11) a lieu sur K.

Rappelons d’abord quelques résultats concernant le probleme aux limites pour les
lois de conservation scalaires. Pour plus de détails sur ce sujet, nous invitons le lecteur
a lire la section qui lui est consacrée a la premieére partie de ce mémoire. Considérons
ug € L*(R7)NBV(R™) et a € L*([0,+00]) N BV ([0, +00]). Selon Bardos, Le Roux
et Nédélec (cf. [BLNT79]), le probléeme aux limites

{Ut +(f(u), =0, 2 <0, t >0, 510
U(CU,O) = uO(x)7 z <0,
U(Oat) = a(t)v (5.15)

admet une solution unique u € L>*(R™ x [0,4+00]) N BV(R™ x [0, +0o0[) telle que u
vérifie au sens faible 1’équation (5.14) dans R~ x [0, +o0o[ et la condition aux limites
(5.15) au sens suivant :

£ (u(0,1)) — f(k)
k —u(0,t)

<0, Vkel(u(t),a(t)), Vt>0, (5.16)

ot I(u(0,t),a(t)) dénote I'intervalle
I(u(0,t),a(t)) = [min {u(0,t),a(t)} , max {u(0,t),a(t)}].
Cette condition est équivalente a la condition de Dubois et LeFloch ([DL88])
u(07,t) € O(a(t)), Vt > 0.

Analysons la condition (5.16) dans les cas ol f’ est strictement positive et ou f’ est
strictement négative sur K. Soit t > 0. On vérifie que, si k € I(u(O, t), a(t)), alors

flu(0,8)) = f(k)  f(u(0,t) = f(k)
k—u(0,t)  u(0,t)—k =1

avec £ entre u(0,t) et a(t). On voit alors bien que, si f’ > 0, la condition (5.16) est
vérifiée pour tout k, indépendamment de la valeur de a(t). On conclut que dans ce cas
la condition aux limites n’impose aucune restriction sur u. En revanche, si f’ < 0, la
condition (5.16) n’est jamais vérifiée si u(0,t) # a(t) et on conclut ainsi dans ce cas que
la solution du probleme aux limites (5.14)-(5.16) vérifie la condition aux limites (5.15)
au sens fort, c’est-a-dire on a u(0,t) = a(t), Vt > 0.

D’apres cette analyse, nous pouvons conclure que, d’une part, si f’ est une fonction
strictement positive sur K, alors la condition de couplage n’impose aucune restriction
sur la valeur de la trace u(0~,t), d’autre part, si f’ est strictement négative sur K, la
condition de couplage impose

u(07,t) = u(0T, ).

Dans les deux cas, pour que (u,v) soit solution du probléme couplé, on doit avoir
que le couple (w, z) vérifie les équations (5.10), avec w(t) = f(u(07,t)) + au(0~,t).
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Solution du probléme couplé dans le cas f' > 0

Nous supposons f'(u) > 0, Yu € K. Dans ce cas, puisque le probleme (5.5) ne
dépend pas de la donnée au bord, on conclut qu’il existe une unique solution u de ce
probleme, telle que u(07,¢) est bien définie et dépend uniquement des valeurs de la
donnée initiale ug. Ainsi, le probleme (5.7) admet une unique solution (w, z), donnée
par (5.10), avec w(t) = f(u(07,t)) + au(0™,t).

Proposition 5.1.

Soit (ug,vg) € L®(R) x L®(RT) N BV(R) x BV(R™). Alors le probléme couplé (5.1)
admet une unique solution (u,v) telle que

u € L®(R x [0, +00]) N BV (R x [0,T])) N Lj,(R x [0, +00),
v € L®(R" x [0, +00[) N BV(RT x [0,T7)) N C°([0, T]; Li,.(RT)),

pour tout T > 0.

Solution du probléme couplé dans le cas f/ <0

Si f(u) <0, Yu € K, alors on a constaté que, d’une part, on doit avoir au niveau
de l'interface de couplage
w(07,t) = u(0T, 1),

puisque u doit étre solution du probleme aux limites (5.5)

D’autre part, si I'on se donne une donnée au bord w(t), le probleme aux limites
(5.9) admet une solution unique (w, z) telle que z(x,t) ne dépend pas de w, et telle que
w(0T,t) = w(t). On a que

(0%, 1) = w(0+,t)2; z(0+7t).

On se donne ainsi @(t) € BV ([0, +00[). On considére, d’une part, la solution u du
probleme aux limites pour 1'équation (5.14), de donnée au bord (t). On a u(0™,t) =
u(t). On considere d’autre part la solution (w, z) de (5.10), avec w(t) = f(a(t)) +au(t).
On a que, si (u,v) est la solution de (5.8) associée & (w, z), alors

f(alt)) + aa) — (0%,
2a '

u(0,t) =

Le probleme couplé (5.1) admet alors une solution unique s’il existe 4 unique tel
que l'on ait
u(07,t) = u(07, ¢),

soit

f(a(t)) + au(t) — 2(0T, )
2a '

Or cette équation est équivalente a

f(u(t)) — au(t) = 2(07,¢)
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et donc, puisque lapplication u — h™(u) = f(u) — au est injective sur K, ’équation
précédente admet une unique solution donnée par

_ -1
a(t) = (A7) (2(0,1)).
Nous obtenons donc un résultat analogue a celui de la Proposition 5.1 :

Proposition 5.2.
Soit (ug,vp) € L¥(R) x L®(RT) N BV(R) x BV(R™). Alors le probléme couplé (5.1)
admet une unique solution (u,v) telle que

u € L™(R x [0, +00]) N BV (R x [0,T])) N Li,e(R x [0, +00]),
v e L®(RT x [0, 400]) N BV (RT x [0,T])) N C°([0, T); L}, .(RT)),

pour tout T'> 0. On a de plus

u(07,t) =u(0,¢), ¥Vt > 0.

5.2 Un schéma numérique pour le probleme couplé

Nous proposons ici un schéma numérique pour approcher les solutions du probléeme
couplé (5.1), basé dans la méthode de double-flux proposée par Abgrall et Karni dans
[AKO1].

On se donne un pas de temps At et un pas d’espace Az. Di a la géométrie du
probléme, nous nous proposons maintenant de discrétiser les équations (5.1) dans un
maillage dont les cellules sont les intervalles [x;,z;41[x[t", t"T1[, avec x; = jAz et
t" = nAt, de sorte que 1’on propose une solution approchée de la forme (ua,va), avec

UA =YD U Xy e a1 (2 1),
JeLn20 (5.17)
VA=) D U Xayap e [(251),

j20n=>0

ou l'on cherche a que u" , et vj’?+ , soient respectivement des approximations des
2 2

J+
moyennes
1 ZTj+1
— w(x,t") dz
ap ) )
et 1 Tj41 " d
— v(x,t xT.
an v

Nous remarquons que par rapport au chapitre 3, nous utilisons des notations diffé-

rentes : les points x; (j + %)Am sont désormais les noeuds du maillage et les

ity —
points z; les bords des cellules du maillage. De cette fagon, 'interface de couplage

sépare les cellules [x_1, x| et [xo, z1].

Discrétisation des données initiales.
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Elle est faite comme au chapitre 3 : On considere u?Jr 1 une moyenne de ug sur 'inter-
2

valle [xjaijrl[v
0 1 Tj+1 )
Ui = A:c/ uo(x)dz, jeZ,

Zj

et on prend la condition initiale discrete pour v a 1’équilibre :

Evolution en temps.

La discrétisation que nous considérons pour le systeme de relaxation est celle intro-
duite au chapitre 3, c’est-a-dire le schéma numérique défini par (3.22) ou, de maniere
équivalente, par (3.21). Pour I’équation scalaire, nous considérerons un schéma mono-
tone du premier ordre.

Ainsi, si 'on suppose connue la solution approchée (u"

v" 1), j € Z, a linstant

J+3’ its
", on propose de la définir & I'instant t"*!, pour j > 0, par
T T u g —2u"  +u”
jty gty ity gmp 0t ity | dms
At 2Ax 2Ax ’
n+1 n n n n n n
v — v u’ 3 —u" v s — 20" | 47
Can S o SO N S SN s SN b S i O FurtLy — ]
At 2Ax 2Ax € it+3 ity
(5.18)

Pour que le schéma précédent soit bien défini, il faut donner une valeur a v’zﬁl, pour

2
tout n € N. Ceci est fait en imposant la condition de couplage numérique suivante :

V= f"), YneN. (5.19)
2

On montre ainsi comme au chapitre 3 que les équations (5.18) admettent une solution
et que le schéma est donc bien défini.
Pour j < —1, nous proposons un schéma du premier ordre
n+1 _n
B e}
At Ax

u

=0, (5.20)

ou g7 = g(u?_ 15 u?Jr ;) est le flux numérique, que nous supposons consistant avec la loi
2 2

de conservation scalaire (3.1), c’est-a-dire

g(u, u) = f(u)a Vu,

et monotone : on suppose que g est une fonction croissante par rapport a la premiere
variable et décroissante par rapport a la deuxieme.

Le schéma couplé est alors défini par (5.20), pour j < 0, et par (5.18), pour j > 0.
Ainsi que nous l'avons fait au chapitre 3, on considere aussi, pour tout j > 0 et pour
tout n € N,
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et
n n n
2 =07 1 — au”
jty it j+3’
de sorte que w™ , et 2" , vérifient
4 i+ j+3
n+1 n n n
w. 1 —w. 1 w'. 1 —w. 1
J+s i+ ity g3 1 n+1 nt1
+a =— | f!T1) =0T,
At Azx € Jt3 Jt3
(5.21)
n+l _ _n n  _ .n
z. 1 s 1 z. 3 z. 1 1
Jts3 Jt3 Jt3 Jts n+1 n+1
—a = — [ f( 1) —vi
At Ax € Jts3 Jt+3

pour tout n € N et pour tout j > 0.

Nous allons montrer la convergence du schéma numérique ainsi défini vers une
solution de probléme couplé (5.1), a ¢ > 0 fixé et lorsque At, Az — 0 dans un cas
simple, ol ’on impose que f’ soit une fonction strictement positive sur un intervalle
caractéristique K.

5.3 Convergence du schéma numérique dans le cas ' > 0

Nous nous restreindrons ici au cas ou f’ est strictement positive sur un intervalle
caractéristique et nous nous proposons de montrer la convergence du schéma défini a
la section précédente dans ce cas. Pour ce faire, nous allons utiliser essentiellement les
mémes techniques qu’au chapitre 3.

Nous supposons désormais K un intervalle borné de R tel que ug(z) € K, Vz € R,
et tel que f'(u) >0, Vu € K.

5.3.1 Estimations de la norme L et de la Variation Totale

Puisque nous considérons f’ positive, nous pouvons supposer que le schéma (5.20)
est un schéma décentré, autrement dit, le flux numérique g vérifie g7 = f (u;L_ 1),Vj<0.
2

Le schéma (5.20) s’écrit alors sous la forme

n+1 n n n
. —U. 1 f 1 f 1
gty gtz Tits i3
=0 5.22
At + Az ’ (5-22)

ou l'on a posé " , := f(u", ).
Nous utiliserons ici des notations analogues a celles utilisées au chapitre (3) : étant
donnée une suite discrete T;LJrl, oun €N, 5 € Zouj>0,on pose, pour tout j et pour
2

u

tout n,
A n+% _ Tn+1 n

n
1 T, =7T. —Tr. 1.
-3’ J % J % Jt3

Arlt =" — 1"
J i

Nous allons supposer aussi que la condition sous-caractéristique, qui s’écrit ici
0< f'(u) <a, VuekK, (5.23)
et que la condition de CFL
a— <1, (5.24)



110 CHAPITRE 5. COUPLAGE D’UNE LOI DE CONSERVATION SCALAIRE ...

se vérifient.
Nous établissons dans le lemme suivant une estimation de la norme L°° et une
propriété de décroissance de la variation totale pour les solutions discretes.

Lemme 5.1.
Soit K un intervalle borné de R tel que up(z) € K, Vx. On suppose de plus que les
conditions sous-caractéristique (5.23) et CFL (5.24) sont vérifiées. Alors on a

|u 1|<C’ VjEeZ YneN, |U;L+l|§C,VjZO,VnEN, (5.25)
2

|Aw"+1| + |Az"+1\ |Aw | + |Az"|

YDEUSIES o iR AP WIS Yo RV A

j<0 7>0 j<0 Jj=0

(5.26)

et

2| F A" n
n+ ] J+3 At p—l

Z\A 2|—i—§: g CA—x VT(uo)—i—Z Aw_%2 , VneN,

7<0 7>0 p=1
(5.27)

ot la constante C' ne dépend que de ||ug||re et de VT (ug) (en particulier, C' ne dépend
pas de €).

Démonstration.
1. Preuve de (5.25).

Comme le schéma (5.22) est monotone, on a, pour tout n € N et pour tout j < —1,

: n n n+1 n
min-< u, U, <u, <max{u. U, }
{ i-3’ J+%} j+1 i3 it
On peut alors conclure que, si on a, pour n € N,

u?+% eK,Vj<-—1,
alors
uﬁé ceK,Vj<-1.
On déduit que, si ug(z) € K, Vx € R, alors u?Jr% e K, VneN,Vj< -1, lasuite
(U;L+ 1 )j<—1, neN étant par conséquent bornée en norme [*°.
Pour les valeurs de j > 0, puisque 1'on a supposé la condition de couplage (5.19),
on peut suivre les pas de la preuve du théoreme 3.4 du chapitre 3 pour montrer que
u?Jr% eK
et
(Wl 4,20 ) € B (K) x B (),

pour tout n € N et pour tout j € Z, 7 > 0, pourvu que ug € K et (wp,z9) €

N

ht(K) x h™(K), ce qui a lieu vu que l'on a supposé la condition initiale discrete a
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I’équilibre. On peut donc établir (5.25).
3. Preuve de (5.26).

On commence par établir une estimation de E \Au?“\. On a

j<0
Aun-H un-‘rl un-i—}
J i+s J—3
n At Af} At Af
=T A Aur ™ T T R A, A
AfF At AfT
=AU 1 = — J R J Au™
Y ( Aar Au? + Az Au;?_l -1

Comme d’apres les conditions CFL (5.24) et sous-caractéristique (5.23) on a

_ ﬁA'fJn > ﬁ Af]nﬁl
Az Au} — T Ax Au?

>0,

on obtient

At (Aff AfF
n+1 < n = Jj—1 _ u®
At < || + {M A1 = Tl 1}

On effectue la somme des deux membres de llnegahte precedente pour 5 < 0. On
obtient

At A"

1 —

SolAuit <Y A ~ A A LiAu™,). (5.28)
7<0 7<0 U=

D’autre part, en suivant la stratégie utilisée pour démontrer l'estimation (3.27) du

Théoreme 3.5 du chapitre 3, nous obtenons I'inégalité suivante :

|Awi ] + Az |Aw?| + |Az] n
2 T <2 % t3 (IAwo!—IAzll) (5.29)

j=21 Jj=21

Pour conclure que (5.26) est valable, il suffit alors d’estimer

|Awg | + Azt
2a '

Or on a, d’une part,

w =wY —a—Aw] +
3 2 Ax 0

At At
n+1 n n |:f(u1}+1) _ ,UTIL+1:| ,
2 2

et, d’autre part,

Wl = )+ !
2 2 2
g DA . ALAfY
=1y = Ry At ) +aluty - T A
At Afr
_ n n I(¢n = 1 n
_f(u_%)—i-au 4+ (€M + )( AacAuﬁlAu_l)

At AfflA 21)

=l (FE ) (- g
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avec £ entre u” ; et u™!. De la méme maniére, on montre que

N
t\:'

At At
A = 2 e A = (f(uhth) - ui )
2 x 3

2 2

et

+ (€ -a) (- ﬁiiifim"l).

On obtient donc

Awg+1 —
At n At n+1 n+1 I(gn At Afn
(1-ay) s+ T (0 =) - (e +e) (- 3y gt o)
et
Azg-i-l _

2 2

At At (

§ TN
AZO +aA7xA 1 + — U_l).

F@E) =) = (PE) =) (- gy a A
On en déduit

’Awg‘ﬂ - g(

Flt) =)

2 2

A ” g
< (1- o0 ) 18ugl+ (7€) +0) g Tot A

et un résultat analogue pour z :

At

2 2

ﬁAfﬂ

A n
< ‘AZO‘+G |AZ ‘+(a’_f,<£ )) AxAu"J u—l"

Maintenant, si I’on raisonne comme dans la preuve du théoreme 3.5 du chapitre 3, on
obtient

w27 )

+’A2—A€t(f—v) >

At
[Aw] +|Az] = —(f —v) {sgn(Aw) + sgn(Az)} = |Aw| +|Az],

ou l'on a supprimé les indices pour alléger les notations. On déduit donc que

aAt
A+ A5 < [Aug] + A+ T (1A - |Aw8!>+2a7 I\A il
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ce qui permet d’obtenir
\Aw3+1|+\Azg+1\ |[Awg| +|Az5] /T
(\AZ?\ |Awg ) + +— uly |
2a 2a Az Au™, ‘ ‘
(5.30)

En combinant (5.28), (5.29) et (5.30), on obtient la propriété de décroissance de la
variation totale (5.26).

3. Preuve de (5.27).
On a d’abord que, pour j < —1,

At At
n+1 n n n 1(¢n n n
u' Ty —u = ——— (= ) = ——— (W] u”
1 TNy T T ag Ui Tl = TR @G — ),
avec {7 est entre u;l , et u;.ll. Comme la suite (u;l+l)n>o j<—1 est bornée, on obtient
2 2 2
At
n+1 n n
u’ <C—u?, 1 —u!
iy ~ il < Ol — il

ou la constante C ne dépend que de la norme L de ug, et donc

At
n+1 n n n
Jj<0 7<0
d’apres (5.26).
On a, d’autre part, d’apres les équations (5.21),
PN ORI B WS - U GNeE SN
Awﬁ_% = ij_% <1 as +anAw]_% + Afj+% A R
1 1 At At -l At +1 ntd
nry n—3 P = nT3 =y nry 2
AZH% = Aszr% <1 an> +anAZj+% + 6 <Afj+§ Aijr%) .

1—a—

Ax

At At 1

<1 — a> +a— ‘Az, 3
x x Jt+3

3
DL Y

1
< At) —i—aAt’AwT.L i
2

1 el ol _
’Aw?ﬂ _Aat (Af.*f —Auﬂ?)' < ‘Aw.
J 5 J+3 J+

TH-% At n—i—%_ n—&-% n—
i Afjr —Av | S 1Az,

N

I o)

‘Aw?_tf + ‘Azﬁ_; <
‘Aw’”f _ Aet (A e - Av’ff) ’ + 'Aznj:f - Agt (A - Av::%% > '
En insérant ceci dans (5.31), on conclut donc
’Aw;j_rf + ‘Azjn:f < 'Aw;:f + ’Az;:f
+ ai—i {‘ij__f’ - ‘Aw;:é } + aﬁ—i {‘A ;:%2 — ‘Az;:f }
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On effectue maintenant la somme pour j > 0 des membres de gauche et de droite de
I'inégalité précédente. On obtient

+1 n+l nol nol At nol nol
Aw T2+ AT <Y AW 2| AT 2 Fa— { |Aw 2| — Az
S ot || < 3 Jaw  as oy o a7}
Jj=0 Jj=0
-1 i At -1
< Aw" 2|+ A’l +a— |Aw"?
- It3 Jt Ax -3
j=0
<--0 <
1 1 At p—1
< Aw? Az? — A 2 .32
= wj+% —l—‘ z; 1 +aA9:Z wié (5.32)
Jj=>0 p=1
Or on a
1 At At
2 _,1 .0 _ __8t.9 0 a1
ij+% Wipl = Wi = an(wj+% J*%)—F 5(j+l v]+1)
At o 0 At 2 %
et, de maniere analogue
1 At At
7 1 0o _ _=ts0 0 =y 1 1
Azﬁ%—zﬁ% %1 an(zj+% zj+1)+ 5 (A il Aijr%),
vu que f0+1 —v?+l = 0, et on montre encore une fois que
2 2
1 1
2 2
’ijJr; +‘Azj+;
1 At 1 At
2 _ =" 1 o 1 2 1 1
g’Awﬂ; 5(Af]+1 A’Uj+%) ‘Azﬂ% (Af Avﬂ%)
At
<a—{’zo -0 )w. w? }
Az %+ = 5| T |Wieh ~ g

On somme alors pour j > 0 les membres de gauche et de droite de I'inégalité ci-dessus
et on insere le résultat dans I'inégalité (5.32). On obtient alors

n

n+l n At p_l
ZA%€+%J<A”W“”“W+ZAWS’
>0 p=1
ce qui prouve (5.27). 0

Le lemme que ’on vient de prouver établit ainsi une estimation de la variation totale

en temps et en espace pour les suites (u?+;)n20,j<0; (w?Jr;)nZO,jZO et (Z?Jr;)nZO,jZOv
2 2 2
pourvu que la quantité
n 1
p—1
Y law? (5.33)
-3
p=1
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soit bornée. Or, vu que

_1
‘Awpg = ‘wpl — w3 = ‘(f(upl)—i-aupl)—(f(up )+ au”
2 2 2 2 2 2 2
= () ra)ju, -
2 2 2
_1
< 2a uﬁl—ulff =2a Auliﬁ )
2 2 2
la quantité (5.33) est bornée si
- 1
> | Ay
2

p=1

I’est aussi. Le lemme suivant montre que ceci est vérifié.

Lemme 5.2.
On suppose que les conditions CFL (5.24) et sous-caractéristique (5.23) sont vérifiées.

Alors, on a
n

2.

p=1
ot la constante C ne dépend ni de At ni de Ax.

AU 2| < CVT(w), VneN, (5.34)

2

Démonstration.
Soit n € N. De (5.22), on peut écrire

n42 n—i At n—1 n—1
Au,. 2=Au. 2 ——<Af 2—-Af ?
J+3 its Az Jt+3 =3
n—1 At m—%  n— m—% n-i
=Au, }———<f Au. P —f PAu. P,
Itz x +3 J+3 J=3 )
1
.t
. n—3 n—1 m—3 .. ALY
oun Af 2= f(u" )= f" 1) et f  ,? désigne 2 si Au 1 7é 0 (qui vaut
Jt3 J+s3 Jt+3 J+3 Aun717
i+3
f’(fﬁ_lé) avec 57,1_1% est entre u” , et u" 1). On a donc
Jt3 Jt3 +3 2
1 1 1
A n+3 — Au n—5 . At m—3 At m A -3
U._’_l = 1 .1 U, i
J+3 J+3 Az’ it Az i—3 J=3

Vues les conditions CFL et sous-caractéristique, on a Ax f 2 <1, et on obtient alors

n+i n—2 At 1 n—1 m—2 n—2
Aug 7 < |Au 7+ fﬁAu.f—f.ﬁAu.f.
I3 Ax |"i—2 =3 Jts3 I3

En sommant les deux membres de cette inégalité pour j < 0, on déduit
n

Z SZ At /nfé A’U,_:a

- A 1
; ; Az’ —3
7<0 7<0

n—+ n—
Au
7+

1
2

Au. 1
Jt3

Y

NI o=
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inégalité qui peut étre écrite sous la forme

1

IR

7<0 7<0

At 1| a1
+ 22" Al 2] <.
Az — -

2

1

n—z
Au . {
It3

On somme, maintenant sur n, les deux membres de I'inégalité ci-dessus. On obtient

Z AunJr% —|—ﬁzn:f/p_% Aup_% <Z Au%
e N S T e its

7<0 p=1 Jj<0

I'inégalité qui nous intéresse étant

At < p—1
a2y
p=1

_1 1
A" 2| < Z Ay?

_1 > 41
§<0 2
Or
1 At
2 |_],1 _ .0 _ 0 _ 40
‘A%; = [y =] = &5 [ - 7y
At
= S A
Ax” I T2 J
d’ou 'on conclut que
At " I'p— P At 0
§ 2 2| <« E 19 0
Az f*% Au*% - Ax fﬁ'%‘Auj"

7<0
Comme f'(u) > 0, Vu € K, f' est minorée sur K par une constante strictement
positive, ce qui conclut la preuve du lemme. ]

5.3.2 Convergence du schéma numérique couplé lorsque At, Ax — 0

Dans cette section nous nous intéressons a la convergence du schéma numérique
(5.22)-(5.18) lorsque At, Az — 0, et & ¢ > 0 fixé. Comme au chapitre 3, les estima-
tions établies au paragraphe précédent permettent de montrer la compacité des suites
discretes (ua)at,az €t (va)ar,ae dans Pespace des fonctions a variation bornée.

Théoreme 5.2.

Soit ug € BV (R) tel que up(x) € K, V x € R, et € > 0 fixré. On suppose que les
conditions sous-caractéristique (5.23) et CFL (5.24) sont vérifies. Alors il existe des
sous-suites (ua)a, (va)a et des fonctions

{ ue LR x [0,400]) N BV(R x [0,T]) N L (R x [0, +00]),

loc
v e LR x [0,+00]) N BV(RF x [0,T]) N LL_(R* x [0, +00]),

pour tout T > 0, et tels que %(-, t), %(-, t) sont uniformément bornés comme mesures

finies, tels que

(ua,va) — (4,0)  Lipe(R x [0, 400]) x Ljpo(RT x [0, +00]),

lorsque At, Ax — 0, ﬁfc étant constant. De plus, u est solution, dans [’ensemble

| — 00,0[x]0, +00[, de l"équation (3.15) et le couple (u,v) est solution, dans l’ensemble
10, +00[X [0, +00[, du systéme de relaxation (3.1).
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Démonstration.
La preuve est analogue a celle du Théoréme 3.6. De I'estimation (5.25), on peut conclure
que les fonctions ua et va définies par (5.17) sont uniformément bornées dans L (R x
[0, +00]) et dans L2 (R™ x [0, +-00[), respectivement, et de I’estimation (5.26) on conclut
que

VT(ua(t)) < C, VT(va(-t) <C, Vit>0.

D’autre part, on a

A(-,t + At) — ’U,A(',t)

. / lua(z,t + At) —ua(z,t)| de =

At Ll(R) At
Tj4+1
n _
=i )| | =
JEZ
_ Am n+1 n
= a¢ 2|
JEZ
< CVT(ugp),

d’apres Pestimation (5.27) et du lemme 5.2. On conclut pour la suite va un résultat
analogue. On a donc les estimations suivantes :

[[(wa, va)ll oo (R x[0,400]) x Lo R+ x[0,400)) < C'
VT(UA('at))a VT(UA('at)) <C,

H <uA(-,t + AAti —ua (-, t)7 va(,t+ AAt?f - m(-,t))

LY(R)x L (R+)

ou la constante C' ne dépende ni de At, ni de Az (ni de 5), Ax L étant constant. Comme
dans la preuve du Théoréme 3.6, ces estimations sont suffisantes pour conclure I'exis-
tence d’une sous-suite de (ua,va) et de fonctions (u, v) vérifiant les conditions énoncées
dans le théoreme. Maintenant, encore en utilisant les mémes techniques que dans la
preuve du Théoreme 3.6, on prouve que u est une solution faible de la loi de conserva-
tion scalaire (3.15) dans | —oo, 0[x [0, +-00[ et que le couple (u,v) est solution du systeme
de relaxation (3.1) dans |0, +00[X[0, 400, en multipliant les équations discrétes pour
u et pour (u,v) par une fonction teste ¢ respectivement dans C}(] — oo, 0[x [0, +oc) et
dans C3(]0, +00[x[0, +00]). O

5.3.3 Convergence a la frontiere

Dans ce paragraphe, on analyse la convergence du schéma numérique au niveau de
Iinterface * = 0. Le théoreme précédent établit que les suites ua et va convergent
vers des fonctions u et v telles que u et le couple (u,v) sont solution respectivement de
la loi de conservation scalaire et du systeme de relaxation dans chacun des domaines
| — 00,0[x[0, +o0[ et ]0,+00[x[0, +oo[. Le méme résultat est aussi valable dans les
variables w et z. Vu que la limite u appartient a ’espace BV, u a une trace en x = 0~
et en x = 07, respectivement w(0~,¢) et u(0",¢), De méme, v, w et z admettent des
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traces en x = 0, respectivement v(07,¢), w(0T,¢) et (0T, ). De plus, on dispose des
formules de Green suivantes :
Dans le domaine | — 0o, 0] x [0, 400/,

/0+oo /(; {u(x,t)aaf(x,t) + f(u(x,t))gi(x,t)} daedt

0 400
[ w0y~ [ 0 0)p0.0d =0, (5.30)
—o0 0

pour toute fonction ¢ € C{(R™ x [0, +00]);

Dans le domaine [0, 400X [0, +00],

t
4 +00 1 +oo +o0
+/O wo(@)(z, 0) d:r—i—/o aw(0*, £)1(0, 1) dt:—g/o /O (F(w) - ) d::dt, |
5.37

pour toute fonction ¢ € CH(R* x [0, +00[). On dispose de formules similaires pour v
et pour z.

Notre but est de montrer que les suites discretes ua et va convergent, au niveau de
I'interface © = 0, vers les traces des fonctions u et v. Pour ce faire, il suffira d’étudier
la convergence des suites ua(07,t) et 24 (0", ¢) définies respectivement par

UA(O_at) = unlv

2

2a (07, 8) = 27,
2

pour t, <t < t,11. Encore une fois, nous allons montrer que la variation totale de ces
fonctions est bornée sur [0, 7], pour tout 7' > 0. Or, d’une part, on a d’apres le lemme
5.2, que la quantité

N-1 N-1 41

n
St =t = |Au" R
n=0 2 n=0

est bornée, indépendamment de At et de Ax.

1
Nous allons d’abord montrer que ’on a un résultat analogue pour |Azz+2 | :
2

Lemme 5.3.

On suppose que les conditions CFL (5.24) et sous-caractéristique (5.23) sont vérifiées.

Alors on a
N—-1

D

n=0

< CVT(u), ¥ N €N, (5.38)

1

n+s

Az, 2
2

ot la constante C' ne dépend ni de At, ni de Ax (ni de €).
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Démonstration.

On a
n-‘,—% . n—% i n—gy n—% g n-‘,—% . n—&-%
Azﬁ% = Az i —|—an Azj+% Azﬁé + 6 Afj+l Avj+%
_1 At At -1 At +1 42
_ n—sy = =y n—s f— nry 2
AZJ‘r% <1 an) * AxAZ +3 * € {Afﬁré Avﬁrz}

LAt 1 1 1
A" AfTTE AT < (A2 |
I3 € Jt3 Jt3 T2 x it
et, d’autre part,
5 At n—l—% n-‘,—% n—1 At n—1 n—3
_ _ < 2 = 2| 2 )
‘Awﬁl - {Afﬁ; Aijr% < ij+% Jran ij_% ijJr%
Ainsi que l'on a fait dans les preuves des lemmes 3.5 et (5.1), on obtient encore une fois
A n+% + 1A n+% <
W1 2| S
n+% At n+2 n+% n+% . g n+% . n+%
ij+% E Af Aijr% + Azj+% E Afj+% AfujJr% ,
ce qui nous permet de conclure que
Aw™ 2| 4 (A2 <
Vit i =
_1 _1 At _1 -1 At _1 _1
n—1 n—1 Aal n—3| n a2 n—g| n—s
‘Awﬂ_; —l—‘Azj i —l—an{‘A i1 ‘ij+ }_Hle{‘AZ +§‘ ‘Azﬂ_; }

On somme maintenant les deux membres de l'inégalité en haut pour j > 0. On

b

obtient
_1
2

n
— Az,
3

At n—1
=2 AW
—|—an {' Y4

n+i n+s
D |Awi fl ‘Azﬂf <D |Aug,
>0 ’ g0
On somme, cette fois pour n entre 1 et N, les deux membres de cette inégalité. On
obtient
) I ED o I AR s B
W, z. w? z° a— w —|Az
i+3 | Tl ity Ar =T |

720



120 CHAPITRE 5. COUPLAGE D’UNE LOI DE CONSERVATION SCALAIRE ...

I'inégalité que nous intéresse étant

At SN w 1 1 At L[ nt
= 2 2 2 = 2
iy ‘A A ED IR ‘AZM raty )Aw% (5.39)
n=1 §>0 n=1
Or on vérifie que
1 At At
2 .1 _ _ = 0 .0 =v 1 1
By mwjyy =iy = —og (W —u) )+ T {5 v
At 5 At 1 1
_a?waj ? {Af]+; — AUJ,_’_% s

vu que fg(')+l =’ ;, pour tout 5 > 0. De maniére analogue, on a
2

J+s
_ At At 3 %
Az =a—Az; +€{Afj+§ —Avj+ ,

I

its Az~ It

N[

et encore une fois on obtient

1 1
2 2 <
‘ij+; —+ ‘AZ]"!‘; ~
1 At 1 3 3 At 2 :
2 _ = R— 2 2 - 1 ;
ijJr% € {Afﬂé Av]‘ré}‘ i ‘Azﬂé € {Afﬂ*i Avj+§}‘ =

At
ot {1 a2, ]}

D’un autre co6té, comme ’on a justifié avant le lemme 5.2, le dernier terme du membre
de droite de 'inégalité (5.39) est bornée par

mh—t

De l'inégalité (5.39) on obtient ainsi que

At
a?xz

n=1

n—
Az, 2
2

<a—Z‘AwO‘+}AzJ+1‘+a Z2a
7>0

et donc, d’apres le lemme 5.2, on a

Z1 S OVT(U()),

ce qui finit la preuve du lemme. ]

Les lemmes (5.2) et (5.3) permettent d’établir une estimation uniforme en At de la
variation totale des suites ua (07, ¢) et za(07, t), dans chaque ouvert bornée de [0, +o00.[
En appliquant le théoreme de compacité de Helly, on peut alors conclure le résultat
suivant :
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Lemme 5.4.
I1 existe des fonctions u™ et z+ € L*([0,4o00]) N BV[0,T], pour tout T > 0, telles que

ua(07,t) — u=(t), p.p. t >0,
2A (07, t) — 27(t), pp. t >0

(a une sous-suite prés), lorsque At, Ax — 0, % étant constant.

On peut désormais présenter le résultat final de convergence :

Théoreme 5.3.

Les fonctions u™ et z* sont respectivement les traces uw(0~,t) et 2(0",t) des fonctions
u et z données par la limite des suites (ua)a et (za)a. On a de plus, w(0F,t) =
f(u(O_,t)) + au(0~,t), et donc les fonctions u et v sont telles que le couple (u,v) est
solution du probléme couplé (5.1).

Démonstration.

Soient p € CF(R™ x [0, +00]), ¥ € CA(RT x [0, +00[). On multiplie d’abord le membre

de gauche et de droite de (5.20) par AtAaw? L1, Ol go? 1 est défini comme dans la
2 2

preuve du théoreme 3.6 (cf. chapitre 3), et on somme les deux membres pour n > 0 et
pour j < —1. On obtient (cf. démonstration du méme théoreme)

n—1 n

P..1— ¥ 1
n Jt+3 Jt3 0 0
aary Y, IR ey
n>1j<-1 Jj<-1
PPl
+AtAxZ Z f?,;%‘FAtZﬁL;S@CL; =0. (5.40)
n>0j<-1 = ° v >0 -2

La limite, lorsque At, Ax — 0, des trois premiers termes de 1’égalité précédente est
calculée comme au Théoreme 3.6. En ce qui concerne le dernier, on a

ALY frati =At) fu?

n>0 n>0

)"

[N
(ST

- /0%0 f(ua(07,8))@a (07, 2) dt
+o0
A0y Fu™(1))p(0,1) dt.

On obtient donc, en passant a la limite lorsque At, Az — 0 dans (5.40),

/O+oo /_io {u(x,t)aaf(x,t) + f(u(x,t))gi(;g,t)} dadt

0 400
+/ uo(x)p(z,0) dz —/0 f(u™(t))e(0,t) dt = 0.

—00

D’autre part, puisque la formule de Green (5.36) est valable pour toute fonction
¢ € C§°(R™ x [0,400[), on conclut que u~ est telle que

“+oo “+o00o
/ Fu (0)0(0, £) dt — / (0, 8))0(0.1) dt.
0 0
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Cette égalité étant valable pour toute fonction teste ¢, on conclut que
fu™ () = f(u(07, 1)), pp. t >0, (5.41)

et donc, puisque f’ > 0,
u (t) =u(07,t), pp. t>0.
On multiplie maintenant les deux membres de la premiére équation de (5.21) par
AtAmZ);‘ . et on somme sur n > 0 et sur j > 0. On obtient

n+1 wn
j+ 1 +1
INE) ) Pl S LN
n>0j>0 :
w™
W;_1 AtAx
2 . /mn _ n+1 n+1 n
+aAtAmZZ Y, = ZZ(fj+; —vj+;> Ti1s (5:42)
n>0j>0 n>0 >0

égalité qui peut s’écrire sous la forme

YL
+ j+i
AtAxZZw %#—Ax w?+%¢?+%
n>1 ;>0 j>0
]+ w]+§
+aAtAxZZw #—aAtZw:‘lwz
n>0j>0 n>0 22
AtAl‘ n+l n+1
S5 (5 - vy
n>0j>0
soit
Foo oo t—At) — t oo
/ / wa(z, t)de(% Az va(@, )d dt—/ wa (z,07)Ya(x,07) dz
At
Foo oo t Az, t
Y A PR B TR

_a/o (f(ua(07,)) + aua(07,1)va(0,t) dt
_ 1/+oo /0+oo (f(ua(z,t + At)) — va(z, t + At)) a(z, t) dedt.

On passe maintenant & la limite, lorsque At et Az — 0, dans les deux membres de
I’égalité en haut. On obtient

+oo +oo % a¢> 400
/O /0 (w ot + aw P dx dt+/0 w0($)¢(x,0) dz

+0oo +oo
+a/0 /0 (Flu™ (1)) + au™ () (0, ) dt

/+OO /+Oo ) (z, t) dadt.
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Comme u(07,t) = u™(t), 'égalité ci-dessus s’écrit

+oo +oo aw aw +o0o
/0 /0 <w8t + awax> dxdt + /0 wo(z)Y(x,0) dx

“+o0o “+o0o
+a/0 /0 (F(u(07,1)) + au(0, 1)) (0, ¢) dt
1 +oo +o0
_ _6/0 /0 (f (u) — v) $(x, t) ddt.

On obtient alors, d’aprés la formulation de Green (5.37), w(0T,¢) = f(u(07,t)) +
au(0~,t). Si lon procede de maniére similaire pour z, on conclut également que
2(0%,t) = 27 (t). Ceci finit la preuve du théoréme. O

5.4 Résultats numériques

Nous présentons dans cette section les résultats que nous avons obtenues apres avoir
mis en oeuvre le schéma couplé décrit a la section précédente, pour un probleéme de
Riemann et dans le cas de I’équation de Burgers (on a donc considérée des données
initiales & valeurs positives). Le domaine spatial que nous considérons dans tous les
exemples est l'intervalle [—1,1]. Nous avons effectué des tests numériques dans deux
situations. Premierement nous avons considéré le cas d’un choc qui traverse 'interface.
Nous avons pris comme donnée initiale une donnée de Riemann dont la discontinuité
se place en z = —% et prenant les valeurs 2, pour xz < —% et 1, pour x > —%. Dans un
deuxieme temps, nous avons testé le cas d’une raréfaction, en considérant une donnée
initiale dont la discontinuité se place aussi en x = —% et prenant les valeurs 1, pour
T < —% et 2, pour x > —%. La donnée initiale pour v est a I’équilibre. Nous représentons
dans les figures suivantes les résultats que nous avons obtenus pour la fonction u, avec
un temps de relaxation petit, de 'ordre de 1073, Dans ce cas, la solution u. du schéma
de relaxation, a droite, est proche de la solution u de la loi de conservation scalaire
(3.15), comme 'on a vérifié au chapitre 3.
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Le cas d’un choc qui traverse ’interface

solutionu o
1.8 -
1.6 B
14 F R
1.2 -
l -
08 . . . . . . . . .
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
F1G. 5.1 — Donnée initiale
2
?) j j j j Isolution uI -
[}
1.8 -
®
1.6 -
[
14 F R
Q
1.2 -
]
Q
1k *
08 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1G. 5.2 — Solution u au temps ¢ = 0.1 : le choc se place « avant » 'interface
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2
%' ) ' Isolution uI o
o
18 i -
®
16 i 1
°
14 F R
®
12 i 1
0
o
Q
s %
0.8 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0

0.2 0.4 0.6 0.8

Fi1G. 5.3 — Solution u au temps ¢ ~ % : le choc traverse 'interface.

2 T T T n T
% solutionu &~
°
@
@
18} o _
)
°
°
1.6 | 4
)
o
6
14 F ‘ -
[}
®
6
12 - Q -
Q
©
b
l L k
0.8 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fi1G. 5.4 — Solution u au temps ¢t = 0.5.
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Le cas d’une raréfaction qui traverse 1’interface

solutionu -

18

16

1.4
1.2
1 [ ————— 4
08 . . . . . . . . .
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
F1G. 5.5 — Donnée initiale
2 T T T T H
solutionu -~
1.8 -
5]
s
8
o
16 F $ ,
&
&
o
§
14 g -
8
]
8
8
1.2 -
l -

08 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

la raréfaction a lieu « avant » 'interface

-1

F1G. 5.6 — Solution u au temps t = 0.2 :



5.4. RESULTATS NUMERIQUES 127

18

16

14

08 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1G. 5.7 — Solution u au temps ¢t = 0.5 : la raréfaction traverse 'interface.

T T
solutionu -

19

17

16

15

14

13

12

0.9 ! ! ! ! ! ! ! ! !
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1a. 5.8 — Solution u au temps ¢t = 0.7 : la raréfaction a lieu « apres » l'interface
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Introduction

Ce chapitre concerne le couplage de systemes hyperboliques d’équations aux dérivées
partielles issus de la thermohydraulique. La motivation pour I’étude de ce type de
probleme repose sur la modélisation de certains systemes de grande complexité qui
sont plus facilement abordables quand leurs différentes composantes sont décrites par
un modele précis. En effet, dans la simulation numérique de systemes a plusieurs compo-
santes ou ayant un domaine de définition de géométrie complexe, on utilise fréquemment
des modeles mathématiques différents pour décrire plus précisément chaque composante
ou chaque partie du domaine. Du point de vue théorique, cette procédure consiste a
coupler deux systemes d’équations aux dérivées partielles séparés par une interface, qui
n’est pas physique, au sens ou elle n’est pas présente dans le vrai modele mais a été
introduite fictivement pour marquer la séparation des composantes modélisées.

Un contexte ou ce type de procédure apparait est celui du couplage de modeles
mathématiques ou de codes numériques décrivant la thermohydraulique des réacteurs
nucléaires. Les modeles utilisés dans la thermohydraulique des réacteurs nucléaires sont
des modeles hyperboliques de tres grande complexité, décrivant des phénomenes de
changement de phase et qui doivent prendre en compte les différentes composantes des
réacteurs. Dans le but de décrire avec précision ces modeles, ce qui s’avere étre une tache
difficile, plusieurs travaux ont porté sur des modeles plus simples, qui sont néanmoins
représentatifs des problemes qui se posent dans ’analyse théorique et la modélisation
numérique de modeles plus complexes. C’est 'exemple de la série de travaux présentés
dans [ACC+05a], [ACC+05b], [ACCH+05d] et [CRS], ou les auteurs font une analyse
mathématique et numérique du couplage de deux systemes de la dynamique des gaz
avec des lois d’état différents (cf. [ACC+05d], [CRS]) et du couplage entre le systéme
homogeéne a ’équilibre, dit HEM (de I’anglais Homogeneous Equilibrium Model), et
le systéme homogene de relazation, dit HRM (de Homogeneous Relaxation Model)(cf.
[ACC+05a], [ACC+c]). Le premier modélise de fagon simple la dynamique d’un chan-
gement de phase et le deuxieme correspond a une version de relaxation du premier.

Le mouvement d’un fluide compressible non visqueux peut étre décrit, en dimension
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1, par le systéme d’Euler de la dynamique des gaz (écrit ici en variables Euleriennes)

dp 0 B

21 o =0,

0 J, o

—_— — pr— 1
2 () + () = 1)

9 (pe) + 2 ((pe +pu) = 0.

Ci-dessus, p est la densité du fluide, u la vitesse de I’écoulement et e = %uQ + ¢ I’énergie
totale spécifique, donnée par la somme de ’énergie cinétique et de ’énergie interne
spécifique €. Les trois équations de (1) décrivent respectivement les lois de conservation
de la masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie totale pour I’écoulement d’un
tel fluide, sous I’hypotheése que son évolution a lieu selon une équation d’état qui ferme
le systeme en exprimant la pression p en fonction de p et de € ou d’autres variables
thermodynamiques.

Bien que ce modele soit en effet une limite de modeles hydrodynamiques plus com-
plexes, qui tiennent compte des termes de second membre tels que sources de chaleur
et forces externes, fermé par une loi d’état vérifiant les principes fondamentaux de la
thermodynamique, il est une approximation adéquate pour de nombreux écoulements
gazeux et liquides. L’exemple le plus connu est certainement celui d’'un gaz parfait
polytropique, pour lequel

p(p,e) = (v — 1)pe, (2)

ol v > 1 est une constante donnée. Dans un contexte générale, ce modele décrit de
phénomenes plus complexes tels que des transitions de phase.

Dans les travaux [ACC+05a], [ACC+05b] et [ACC+c], les auteurs considerent, dans
le contexte du couplage de codes numériques pour les écoulements diphasiques, deux
modeles différents qui sont, d’'une part, le systeme homogene a 1’équilibre et, d’autre
part, le systeme homogene de relaxation. La problématique du changement de phase
introduit plusieurs « pathologies » du point de vue de la théorie des équations aux
dérivées partielles hyperboliques, la plus contraignante étant la perte de I’hyperbolicité
dans la zone de phase mixte. Dans les travaux cités, des modeles simplifiés sont pris
en compte, pour lesquels ce probleme ne se présente pas. Le modele HEM considéré
correspond au systéme (1) muni de la loi de pression

(71 = 1)pe, p < P},
p=pe(p,e) = (m—1)pje=(y2—1)pse, pi <p<ps, (3)
(v2 — 1)pe, p = P

Cette loi modélise de fagon simple la dynamique d’un changement de phase : pour des
densités inférieures a p7, le fluide est en phase vapeur et pour des densités supérieures
a p5, en phase liquide, p] et p5 correspondant ainsi a des densités de saturation des
phases gazeuse et liquide, respectivement ; pour des densités entre p] et p3, le fluide est
un mélange de gaz et de liquide. En phase pure le fluide évolue selon une loi d’état du
type gaz parfait et en présence de mélange les pressions correspondant aux deux phases
sont supposées égales.



INTRODUCTION 133

L’autre modele considéré est le systeme homogene de relaxation

0 0

57 (Pe) + - (pau) = Aop(ae(p) — @),

op 0 B

Frias %(PU) =0, n
) o .

a(ﬂu) + %(PU +p) =0,

0 0

a(ﬂe) + 87;((:06 + p)u) =0,

qui correspond au systeme de la dynamique des gaz avec une équation supplémentaire
de relaxation. La thermodynamique du changement de phase est décrite ici par la loi
de pression p et par I’équation de relaxation

aat(pa) + aax(pau) = Aop(eq(p) — @)

La nouvelle variable a correspond a un taux de présence de la phase vapeur dans le
mélange et I’équation précédente décrit en quelque sorte les transferts de masse entre
les deux phases, au cours d’un processus de relaxation qui a lieu. La pression p dépend
désormais du taux «. Elle prend la forme

b= pR(aaP75) = (7105 +72(]- - Oé) - 1)p5

Quand le temps de relaxation /\LO — 0, le taux a tend vers un taux d’équilibre aeq(p)
qui vérifie
pR(Oéeq(P)7 Ps 5) - pE(p7 5)7

le systeme HEM correspondant ainsi a I’équilibre de relaxation du systeme HRM. Nous
remarquons que, du point de vue hyperbolique le systéeme augmenté (4) est plus simple
que le systeme HEM. En effet, bien qu'un modele simplifié, ce systéme présente un
défaut de régularité, sa pression prp n’étant que de classe C°, tandis que la partie
convective de (4) correspond a un systéme avec des bonnes propriétés hyperboliques,
notamment & un systeme pour lequel le probleme de Riemann est bien posé.

Dans notre travail nous étudions le couplage a une interface fixe, que nous considé-
rons placée en x = 0, entre le systeme de la dynamique des gaz et le systeme HRM.
Dans [ACC+05a] et [ACC+c] plusieurs techniques sont énumérées pour approcher
numériquement le probleme du couplage HEM-HRM. Nous avons repris une version
simplifiée de ce probleme, puisque nous ne considérons pas la loi d’état (3), mais nous
restreignons a une classe de lois d’état vérifiant une série de propriétés classiques, que
nous préciserons plus tard. Le but est de faire une étude théorique des conditions de
couplage et du probleme de Riemann couplé. Ce travail permet, d'un coté, de tester
les résultats numériques existants et, d’'un autre c6té, d’avoir une idée sur le caractere
bien posé du modele de couplage.

Nous décrivons maintenant le plan de cette partie. Dans un premier temps, nous
décrivons de maniere plus détaillée les deux modeles intervenant dans le couplage que
nous étudions, c’est-a-dire le systeme d’Euler de la dynamique des gaz et le systeme
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HRM. Puisque le probléeme du couplage fait intervenir la solution du probleme de
Riemann et en particulier la vitesse des ondes qui la composent, nous étudions les
courbes d’onde pour le systeme d’Euler et pour le systeme HRM et faisons une analyse
sur le signe de la vitesse a laquelle celles-ci se propagent. Enfin nous établissons les
conditions de couplage et, dans une derniere partie, nous faisons I’étude du probleme
de Riemann couplé dans la classe des solutions continues a l'interface.



CHAPITRE 6

Le systeme de la dynamique des gaz et
le systeme HRM

Nous nous intéressons au couplage par état, défini au chapitre 4, entre le systéme
d’Euler de la dynamique des gaz et le systeme homogene de relaxation. Nous com-
mencons cette troisieme partie par une présentation générale de ces deux modeles.

6.1 Les équations d’Euler de la dynamique des gaz

Les équations d’Euler expriment pour un fluide compressible non visqueux les lois
de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie totale. En
dimension 1, si on note p(t,x) la densité, u(t, x) la vitesse et e(t, x) I'énergie totale du
fluide (ot ¢ > 0 est la variable temporelle et = € R la variable spatiale), elles s’écrivent

op 0 B

ot + %(PU) =0,

P) o

il — — 6.1
at(w) + ax(”“ +p) =0, (6.1)
0 0

a(ﬁe) + %((Pe + p)u) =0,

avec pe = %qu + pe, € désignant 1’énergie interne spécifique. Ces équations ne tiennent
pas compte de forces extérieures ou de sources de chaleur. La restriction au cas uni-
dimensionnel peut se justifier par le fait que I’écoulement ait lieu dans une direction
privilégiée, les vitesses transversales pouvant ainsi étre négligées.

L’évolution du fluide a lieu selon une loi d’état qui permet de fermer le systeme et
qui exprime généralement la pression p en fonction de p et de €. D’apres les principes
fondamentaux de la thermodynamique, il est connu que deux variables thermodyna-
miques sont suffisantes pour caractériser 1’état d’un fluide en équilibre local. La loi
d’état peut ainsi étre exprimée en fonction d’autres variables thermodynamiques et
prendre la forme

p=np(r,s), e =¢(r,s) =e(r,p), s =s(r,p) =s(r,e), T=T(r,s) =T(1,p), ...
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(ou l'on a, par abus de notation, utilisé la méme lettre pour les différentes fonctions),
ourT = % est le volume spécifique et s et T' respectivement I'entropie spécifique et la
température, qui peuvent étre définies a travers la relation fondamentale de la thermo-
dynamique

Tds = de + pdr. (6.2)

Dans le contexte de ’hydrodynamique classique, la loi d’état est définie par une
fonction réguliere et les valeurs admissibles pour les variables d’état sont

7>0, >0, p>0, T">0.

On a alors, d’apres (6.2),

Oe Oe
—=-p<0, —=T>0.
or P 0s
Dans ce cadre, on va assumer ’hypotheése de la stricte convexité de la fonction
(1,8) — &(1, s), ou, de fagon équivalente (cf. [GR96]), de la fonction (,&) — s(7,¢).
On a alors

dp 0%
—(7,8) = —5=(7,5) <0,
or (7,9) ot? (7.9)
de sorte que ’on peut définir la vitesse du son en fonction de 7 et de s par
0
= —7‘2—p(7', s).
or

Remarque 6.1.
La stricte convezité de € n’est pas toujours vérifiée dans un contexte plus général, comme
celui des écoulements diphasiques.

L’exemple le plus connu de loi d’état est certainement celui d’un gaz parfait poly-
tropique, pour lequel

p(p,e) = (v — 1)pe, (6.3)

ou v > 1 est le coefficient adiabatique. Pour un tel gaz, ’entropie s est définie comme
fonction de € et de p, & une constante additive pres, par

s(p,e) = Cy log (%)

et donc 5
e ()
e(p.s)=p"""exp (5 )

v

ou C, = % est la chaleur spécifique, avec R une constante spécifique au gaz. Comme
fonction de s et de p, la pression p s’écrit alors

p(p;s) = (v —1)exp (Ci)p”’ = A(s)p”,
v
avec A(s) = (y —1)exp (Ciu)
Un autre exemple est celui d’une loi d’état du type Griineisen pour un stiffened
gaz :
p=(y—=1Dpe+cep(p— pres):
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On revient au systeme (6.1). On peut I’écrire sous la forme générale d’un systeme
conservatif

oU 0
ot T oz (U) =0,
avec

U = (p,pu,pe) et F(U) = (pu, pu® + p, peu + pu).

Les états U prennent leurs valeurs dans I’ensemble
Q= {(p, pu, pe) eR®:p>0, ¢ > 0}.

Muni d’une loi d’état vérifiant les hypotheses de la thermodynamique classique,
le systeme d’Euler est un systeme strictement hyperbolique, les valeurs propres de la
matrice jacobienne DF(U) étant donnés, en chaque point U € §, par

MU)=u—c<U)=u<A3(U) =u+ec, (6.4)

ol la vitesse du son peut s’écrire en fonction de p et de p comme

9 1/0eN~1/p Oe 1
< (p;p) 5 (ap) (p pap) pﬂ(p,p)-
Les champs caractéristiques associés aux premiere et troisieme valeurs propres sont
vraiment non linéaires et le champ caractéristique associé a la valeur propre \y(u) = u
est linéairement dégénéré en tout point U € €.
En pratique, on consideére souvent le systeme (6.1) écrit sous une forme non-conser-

vative oy oy

—+B(V)— =

ot Ox
Nous indiquons quelques choix possibles pour les variables non-conservatives V :
(i) V = (p, u, ), pour lesquelles

0.

u p 0
0, 0
B(V): %£ u 87]; )
P
0 , U
(i) V = (p,u,p), avec
U p 0
B(WV)=[0 w % :
0 Blpp) u
(iii) V = (p,u, s), avec
u p 0
0, 0
BV)= |35, v &
0 0 wu

Les valeurs propres de la matrice B(V') sont toujours données par (6.4), ol ¢ peut aussi
s’écrire sous la forme

p p Ip :
(p.e) = (L ortn.2) + 5200
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ou sous la forme

N

c(p,s) = <glp)(p, 8)>

Pour un gaz parfait polytropique (de loi d’état (6.3)), on a

P
c(p,p) = s

Dans ce travail nous allons ainsi considérer le systeme de la dynamique des gaz
muni d’une loi d’état vérifiant les propriétés présentées dans cette section. Plus loin on
sera aussi amené a supposer la stricte convexité de la fonction

p+— p(p,s).

6.2 Le systeme HRM

Dans le contexte de la thermohydraulique nucléaire, dans [ACC+05a], [ACC+05b)]
et [ACC+c], les auteurs considerent 1’écoulement d’un mélange eau-vapeur dont la
dynamique est décrite, d’une part, par un modele a 1’équilibre, le modele homogene
a l’équilibre, appelé HEM et, d’autre part, par un modele de relaxation, le modele
homogene de relaxation, appelé HRM. Ces deux modeles sont unidimensionnels et sont
dits homogenes car ils considerent le mélange diphasique comme étant un seul fluide,
qui peut étre en phase liquide, vapeur ou de mélange, et qui peut changer de phase. Le
modele HEM considéré correspond au systéme de la dynamique des gaz avec une loi
de pression qui modélise de fagon simplifiée un changement de phase. Le modele HRM
correspond a une approximation par relaxation du premier.

Dans notre travail nous avons étudié le probleme du couplage entre le systeme
d’Euler et le systeme HRM. Cette section correspond & une breéve description de ce
dernier modele. Nous commencons par décrire la thermodynamique d’un tel mélange
diphasique, comme l'ont étudié F. Caro et S. Jaouen (cf. [Car04] et [Jao01]). Nous
reprenons ici leurs notions.

6.2.1 Hypotheses générales sur le modele

On considere un fluide se présentant en phase liquide ou gazeuse permettant 1’oc-
currence de changement de phase. On suppose que dans chaque phase le fluide a ses
propres propriétés thermodynamiques. Ainsi, on désigne par p, et e, respectivement
la densité et I’énergie interne spécifique de la phase a, o a@ = 1,2 (1 correspondant
a la phase vapeur et 2 a la phase liquide), et par po, = pa(pa,ca), Ta = Ta(pasca) €t
Sa = Sa(pas€a) les pression, température et entropie dans la phase «. L’entropie s, est
définie a une constante additive pres par les relations de Gibbs :

8504 1 8Sa Pa
e - P . 6.5
deq T’ Opa p2 T, (6.5)




6.2. LE sysTEME HRM 139

Si on considére maintenant p, € et p respectivement les densité, énergie interne et
pression globales du mélange diphasique, on a les relations suivantes :

p=zp1+ (1—2)pa,
pe = zp1e1 + (1 — 2)paco,
p=zpi(p1,e1) + (1 — 2)p2(p2, €2).

Ici, la quantité z représente un taux de présence de la phase 1 dans le mélange, qui vaut
1 en phase 1 et 0 en phase 2. On impose encore les relations de fermeture suivantes
pour le mélange :

Ti(p1,€1) = To(p2,e2) =T,
Pa = (’Ya - 1)/)&5&’

E
T, = —2>.
Cv,a

Elles signifient que, dans chaque phase, le fluide est supposé avoir la méme température
T et que I'écoulement a lieu selon une loi d’état du type gaz parfait, avec des coefficients
adiabatiques 71 > 1, 72 > 1 que l'on va supposer tels que 71 > 2. Les chaleurs
spécifiques C, 1 et C,2 sont supposées égales, de sorte que 'on a aussi I’égalité des
énergies internes

€1 =69 =¢ = C,T,

ou C, = Cy1 = Cy 2. Enfin, comme conséquence de (6.5), les entropies s, sont définies,

a une constante pres, par
s$a = Cy log (%) .
P

«

Avec ces hypotheses, le modele global peut étre décrit par des formules analytiques (cf.
[Car04] et [Jao01]).

6.2.2 La dynamique du changement de phase décrite par le systeme
HEM

L’hypothese fondamentale & la base du modele HEM est que, en présence de mélange,
c’est-a-dire pour z €]0, 1], ’écoulement est en équilibre mécanique et thermodynamique.
Ceci signifie I’égalité des pressions et des enthalpies libres définies par g, = go(pa,a) =
€a + %Z — 54Ty :

p1(p1,e1) = p2(p2,€2)
g1(p1,€1) = ga(p2,€2).

Ces conditions impliquent que, en présence de mélange, les densités de chaque consti-
tuant soient constantes et égales respectivement a des densités d’équilibre p] et p3, avec
pi < p3, si y1 > 72 (on renvoie a [ACC+c|, [Car04] ou [Jao01] pour les expressions de
pi et de p3 en fonction de 1 et de v2). La densité du mélange est ainsi donnée par
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p = zpi+ (1 —2)ps, pour z entre 0 et 1. Inversement, z peut étre défini comme un taux
en fonction de la densité du mélange p :

P =P
2= 2(p) = .

P1 = s
Finalement, comme 'on avait imposé que, en présence de phase pure, ’écoulement suive
une loi de pression du type gaz parfait, et qu’en présence des deux phases 1’égalité des
pressions soit vérifiée, on obtient la loi de pression suivante pour I’écoulement global

(71 - 1)p€7 P < PT:
p=rpe(p,e) =1 (m—1pie=(r2—1)pse, pi <p<ps, (6.6)
(v2 — 1)pe, p = ps.

Cette équation d’état modélise de fagon simple une transition de phase : si p €]0, pi]
le fluide est sous forme de vapeur et si p € [p5, +00] le fluide est en phase liquide, pj et p3
correspondant respectivement a des densités de saturation des phases vapeur et liquide.
Si p €]p7, p5], les deux phases sont présentes et le fluide est un mélange diphasique que
I’on a supposé homogene.

L’écoulement global est ainsi décrit par le systeme d’Euler de la dynamique des gaz
(6.1), fermé par la loi d’état p = pr(p,e). Ce systéme avec une loi de pression ainsi
définie correspond au systeme HEM.

Bien que la dynamique du changement de phase soit ici modélisée de fagon simplifiée,
du point de vue de la théorie hyperbolique ce systeme est plus complexe qu’il ne parait,
car la pression pp présente un défaut de régularité qui entraine la non continuité des
valeurs propres du systéme. Dans ce sens, 'approche par relaxation est justifiée : bien
que le modele de relaxation soit un modele augmenté par rapport a celui que ’on vient
de décrire, son étude est plus simple.

6.2.3 Approximation par relaxation - le modele HRM

L’hypothese de base du modele HRM est que I’écoulement du mélange n’a lieu
qu’en équilibre mécanique, I’équilibre thermodynamique étant atteint par un processus
de relaxation. L’égalité des pressions en phase mixte

pr=p2<= (11— 1)p1 = (12 —1)p2

reste toujours valable, mais ce n’est plus le cas pour I’égalité des enthalpies g1 = g2,
celle-ci étant obtenue par relaxation en temps petit )\io Le passage de 1’écoulement
diphasique de I’état hors équilibre thermodynamique a I’état d’équilibre est décrit par
le systeme

a 8 kX k

57 (P12) + 5-(p1zu) = o (pi="(p) — p12),

% 4 2(pu) =0,

) o '
a(ﬁu) + %(PU +p) =0,

0 0

a(pe) + %((pe + p)u) = 0.
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Ce systéme correspond au systeme d’Euler avec une équation de relaxation. Le terme
de relaxation décrit les transferts de masse entre les deux phases au cours du processus
de relaxation et la fonction z*(p) correspond au taux d’équilibre qui est donné, d’apres
les hypotheses générales que 1’on a faites pour le modele, par

p

% pSpTv
P1
S =N L= e p< s,
P1 = P2
0, p > ps.

La densité p;z s’approche ici de sa valeur a 1’équilibre thermodynamique piz*(p),
lorsque l'inverse du temps, Ag, tend vers 'infini. La pression p est maintenant définie
par la relation p = zp1(p1,¢) + (1 — 2)pa(p2, ), de sorte que 'on ait

p=pr(pz pe) = ((m—1)p1z+ (12 = 1)(p — p12))e.

Nous allons adopter une notation plus canonique pour le systéme (6.7). On pose

P12
a=—,
P
de sorte que
1_
| oo P2(=2)
1)

et a € [0, 1]. La quantité a correspond a une fraction de masse. Le systeme (6.7) peut
alors se ré-écrire sous la forme

) d
5;(@P) + 5 (apu) = Mop(aeq(p) — @),
dp

0
N + %(PU) =0, 63

9 o 5
E(PU) +%(PU +p) =0,

£ pe) + 5 ((pe -+ p)u) =0,

ou

Geqlp) = P € [0.1], ¥p > 0. (6.9)
La loi de pression p prend désormais la forme

(1 = Dap+ (2 = 1)(1 — a)p)e
(ma+72(1 —a) = 1) pe,
= (v(@) = 1) pe, (6.10)

p = pr(a, p, )

avec
'7(04) = '7104"")’2(1 — 06) € [’}/1,’)/2}, Vaoe [0, 1].
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On observe que p s’écrit donc sous la forme d’une loi d’état d’un gaz parfait polytro-
pique, ou le coefficient adiabatique v varie avec a.

Le systeme (6.8) peut s’écrire sous la forme condensée

oU 0
L 2F —
En +8x (U)=S(U),

avec

U = (ap, p, pu, pe),
F(U)
S(U)

= (avpu, pu, pu® + p, pue + pu),
(Aop(aeq(p) - a)’ 0,0, 0)7

ou I’état U prend ses valeurs dans ’ensemble
Q:{(ap,p,pu,pe)€R4 :0<ap<p, p>0, >0} (6.11)

Remarquons que, a ’équilibre A\g — 400, le systeme HRM approche le systeme
HEM, au moins a un niveau formel. En effet, lorsque A\g — +o0, on a

@ — aeq(p)

et donc
pr(c, p.e) — pr(ae(p), p,€) = pr(p, ).

Comme l'on a fait pour le systéeme d’Euler, on peut envisager d’écrire le systeme
HRM dans d’autres systémes de variables, tels que («, p,u,p), («,p,u,e) ou encore
(av, p,u, 8), ou s est I'entropie spécifique, la pression p s’écrivant en fonction de s comme

p=plep.s) = (v() = 1)e @ = A(a, 5)0"),
avec A(a, s) = (v(e) — l)eciv.

Considérons le systeme HRM homogéne, c’est-a-dire le systéme correspondant a la
partie convective de (6.8) :

0 0
a(aﬂ)‘f‘ %(@PU) =0,
0 0
L ox (6.12)
O (ou) + (o +p) =0
0 0
\ a(pe)%— %((pe + p)u) = 0.

Nous finissons cette section en présentant le résultat suivant concernant ’hyperbolicité
et le caractere linéaire des champs caractéristiques de (6.12). Sa preuve est conséquence
de calculs classiques en dynamique des gaz et pour cela nous 'omettons.
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Proposition 6.1.

Le systéme (6.12) est un systéme hyperbolique et sa matrice jacobienne DF(U) admet
en chaque point U € Q les quatre valeurs propres

MU)=u—c<U)=X0U0)=u<\U)=u+c, (6.13)
ot ¢ = c(a, p,e) = c(a,p,s) = L;)p est la vitesse du son. De plus, les 1er et 4éme

champs caractéristiques sont vraiment non liné€aires et le champ associé a la valeur
propre double X\o(U) = A3(U) = u est linéairement dégénéré en tout point U.






CHAPITRE 7

Le couplage entre le systeme de la
dynamique des gaz et le systeme HRM

7.1 Présentation du probleme du couplage

Nous nous sommes intéressés au couplage a une interface fixe, que nous considérons
ici placée en z = 0, entre le systeme d’Euler de la dynamique des gaz et le systeme
HRM. Le probleme couplé est décrit par le systeme

( O o
@4_2( w) =0 a( Oé)+%(pau)_)\0p(aeq(p)_a)7
5 d N @Jrg( u) =0
ot 0 ’
57 (P0) + 5-(pu® +p) = 0, 5 T
o (pu) + o= (pu” +p) =0,
0 g ot ox
5 () + 5 ((pe+p)u) =0, a ) B
&(P@*‘@((ﬂeﬁ-p)u)_ ,
x<0,t>07 $>0’t>0’

(7.1)
ol, pour > 0, aeq(p) est donnée par (6.9) et p = pr(e, p,e) est donnée par (6.10),
et, pour x < 0, nous considérons une loi d’état p = pr.(p,€) dans le cadre présenté a la
section 6.1 et vérifiant des propriétés P.1 et P.2 que nous préciserons dans la suite.
Dans la terminologie du chapitre 4, ce probléeme s’écrit sous la forme (4.9)

OUL 0 8UR 0 _
i T g5 FeUn) = Su(UL), 5 + 5, RUR) = Sr(UR),

<0, t>0, x>0, t>0,
avec
UL = (p, pu,pe),  Fr(Ur) = (pu, pu® + pr, (pe +pr)u),  Sp(Ur) =0,
et

Ur = (a, p, pu,pe), Fr(Ur) = (ocpu pu, pu’® + pg, (pe + pr)u),
SR UR ()\OP( )707070)7
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les ensembles des valeurs admissibles pour Uy, et Ugr étant respectivement
Qr, = {(p, pu, pe) eR3: p>0, >0}

et
Qp = {(ap,p,pu,pe) eR*:ae0,1], p>0, €>0}.

On s’intéresse désormais aux conditions de couplage en x = 0 pour le probleme
(7.1). Elles sont définies par une condition de continuité faible (au sens du chapitre 4)
entre certains systemes de variables Vi, = ¢ (Ur) et Vg = ¢r(Ugr). En pratique, il y
a plusieurs choix de variables possibles : d’abord les variables conservatives Ur, et Ug
(que I'on peut considérer écrites sous la forme ci-dessus avec pr, = Idps et pr = Idpa),
mais aussi les variables physiques
(i)

Vi = (p,u,p), Vi = (a,p,u,p),
pour lesquelles ¢y et g sont définies par ¢r(p,pu,pe) = (p, u,pL(p,e)) et
er(e, p, pu, pe) = (o, p,u, pr(a, p,€));
(i)

VL = (p,u,h), Vg=(a,p,u,h),

pour lesquelles ¢, et @r sont cette fois définies par ¢r(Ur) = (p,u,hr(p,€)) et
or(Ur) = (o, p,u,hgr(a,p,e)), ot hi(p,e) =&+ Lﬁf”f) et hr(a,p,e) = e + %
sont les enthalpies spécifiques.

On se place d’abord dans le cas général. On considere des systemes de variables
Vi = ¢r(Ur) et Vg = pr(Ug) prenant leurs valeurs respectivement dans des ensembles
Qv et Qur (avec Qy = Qp et Qup = Qp si Vi, = U et Vg = Ug sont les variables
conservatives). On suit les idées présentés a la section 4.2 du chapitre 4. Concernant
les conditions de couplage, nous avons d’abord besoin de définir des opérateurs de
projection et de relevement qui permettent de transformer les variables de chacun des
systemes dans celles de ’autre. On considere alors

@ﬁ Qv — Qug et @IL-B : Qvr — Qv
VL — @%(VL) VR — @g(VR)

de tels opérateurs. On note Wr(%;U. Ly UL ,) la solution du probleme de Riemann sui-
vant pour le systeme d’Euler

ou;, 0
F =

pralro L(UL) =0,

UL(CL',O):{

ULg; x <0,
ULd, x>0,

et Z L(%; Vi, VL d) la solution de ce probleme de Riemann exprimée en variables V7,
c’est-a-dire

Z2u(5iVe, Vi) = o1 <WL(f; sozl(ng),sof(de))).
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De maniere analogue, on note Wg(%;Ur . UR ,) la solution du probleme de Riemann
pour le systeme HRM homogene

OUg 0 B
9t + %FR(UR) =0,

UR(.r,O) = {

URg, x <0,
URd, €T > 0,

et Z R(%; Vr,, VR d) la solution de ce probleme exprimée en variables Vg,

x T _ _
ZR(z; VR, VRd> = QR (WR(t§ en (Vr,), @Rl(VRd))> :
Les conditions de couplage s’écrivent alors

VL(Of, t) e Oy, (@f(VR(0+, t)))a

Ve(0*,1) € Op (@g(VL(o—,t))),
pour tout ¢t > 0, ou, pour by, € Qv 1, et bg € Qy g,

OL(bL) = {ZL(O_;V, bL) Ve QV,L}y
OR(bR) = {ZR(O+;bR,V) Ve Q‘/’R}.

Nous remarquons que les ensembles Op, et O dépendent des changements de variables
w1, et wr. Pour ne pas alourdir le texte, nous avons choisi de ne pas le spécifier.

Pour les variables conservatives Uy, et Ug, un choix physique évident pour les
opérateurs @%% et @f est celui de 'opérateur de relaxation

Ik : Qp — Qp
UL = (p, pu, pe) — (aeq(p)p; p, pu, pe)
et de I'opérateur de restriction
HIL% : Qr — Qp
Vr = (ap, p, pu, pe) — (p, pu, pe).

Pour le systeme de variables considéré dans (i), on peut choisir

@é(pvuvp) = (aeq(p)vpa U,p) et eg(avp)uvp) = (p7u7p)
et pour celui considéré dans (ii),

@é(p7 u, h) = (aeq(/o)7 P u, h’) et GE(OQ P, U, h) = (P7 u, h’) .

Nous allons nous intéresser dans la suite a ’étude des conditions de couplage par
état dans les variables correspondant au choix (i), c’est-a-dire Vi, = (p,u,p) et Vg =
(a, p,u,p). Comme l'on verra, ce systéme de variables est le plus adéquat pour résoudre
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le probléeme de Riemann en dynamique des gaz. Dans ce cas spécifique, les espaces des
états naturels pour Vi, et Vi sont respectivement les ensembles

Qv = {(p,u,p) €R* : p>0, p>0}

et
QV,R: {(aapauup) €R4 Pac [07 1]7 p> 07 p> 0}7

et les conditions de couplage (7.2) s’écrivent

(p,u,p)(07,t) € Or((p,u,p)(0F, 1)), ¥Vt >0,

(0,16, P)(0%1) € Op((@tep), p,0,2) (07, 1)), ¥ £ 0. =

Ci-dessus, pour un état Vi, = (pa, ud, pa) € Qv fixé, Or (V) désigne 'ensemble des

traces en 7 = 07 des solutions, exprimés en variables Vg, de tous les problemes de

Riemann pour le systeme d’Euler, dont la donné initiale est égale a Vi, pour = > 0.

Pour un état Vi, = (ay, pg, ug, pg) € Qv,r fixé, Or(Vg,) désigne 'ensemble des traces
xT

en § = 0T des solutions, exprimés en variables Vz, de tous les problémes de Riemann

pour le systeme HRM homogene, dont la donné initiale est égale a Vg , pour z < 0.

Pour établir les conditions de couplage nous devons alors étudier les ensembles
de traces O, et Og. Ce probleme requiert de connaitre la structure des solutions du
probleme de Riemann pour le systeme d’Euler et pour le systeme HRM homogene
et, en particulier, la vitesse des ondes qui les composent. Il s’impose alors d’étudier
les différentes ondes intervenant dans ces deux systémes, ce que fera 'objet des deux
prochaines sections.

7.2 Courbes d’onde et probleme de Riemann

On s’intéresse dans cette section aux solutions de type ondes simples, soit des ondes
de discontinuité (chocs et discontinuités de contact), soit des détentes, pour le systeme
d’Euler et pour le systéme HRM homogene. L’objectif est de caractériser, pour ces deux
systemes, 'ensemble des états que ’on peut relier & un état admissible donné par une
onde d’un de ces types.

7.2.1 Rappel sur les courbes d’onde pour le systeme d’Euler

Nous nous posons dans le cadre de la section 6.1 : nous considérons une loi d’état
générale, vérifiant les principes fondamentaux de la thermodynamique et pour laquelle
le probléme de Riemann pour le systéme (6.1) soit bien posé. Notamment nous admet-
tons la stricte convexité de 'entropie (7,¢) — s(7,¢€).

Les résultats présentés dans cette section sont classiques dans le contexte du systeme
de la dynamique des gaz. Pour cela, nous les présentons sans preuve, pour laquelle nous
adressons, par exemple, aux ouvrages [GR96] et [Ser96].
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Ondes de discontinuité : chocs et discontinuités de contact

Une onde de discontinuité pour le systeéme (6.1) est une solution du type

U,
U(IL‘, t) = {Ui:

<o,
> o,

(7.4)

|8 I8

ou o, la vitesse de propagation de la discontinuité, doit vérifier les relations de saut de
Rankine-Hugoniot

[FL(U)] —o[U] = 0.

La notation classique [U] utilisée ci-dessus désigne le saut de U le long de la droite
de discontinuité « = ot, autrement dit, [U] = Uy — Uy. En présence d’une solution de
ce genre, on dira fréquemment que Uy est relié a droite a U, par une discontinuité et
réciproquement. Une solution du type (7.4), avec o = ug = ud, est une discontinuité
de contact (associée au champ caractéristique linéairement dégénéré).

Soit Uy = (po, pouo, poeo) € 21, donné. L’ensemble

H(U()) = {U eQpt g 3 U(Uo,U) eER: FL<U) _FL(UO) :O'(UO’U)(U—UO)}

est I’ensemble d’Hugoniot associé a Uy. A part les états que 'on peut relier a Uy par
des discontinuités de contact, les éléments de H(Uy) correspondent a des états que
I’on peut relier a Uy par des chocs et forment deux courbes paramétrées dans ’espace
des états, associées aux valeurs propres A1 et A3. Nous parlons alors de courbes de
1—choc et de 3—choc. La vitesse des chocs, entre autre, caractérise ces courbes : sur
la courbe de 1—choc, on doit avoir que si U est proche de Uy, alors o(Up,U) doit étre
proche de A1 (Up) = up — ¢ et, sur la courbe de 3—choc, o(Uy,U) doit étre proche de
A3(Uo) = uo + co.

On verra par la suite qu’il est simple d’exprimer la projection des courbes d’onde
dans le plan (u,p), tant pour le systeme d’Euler comme pour le systéme HRM. Pour
cette raison, nous allons privilégier les variables (p, u,p) (et plus tard, pour le systéme
HRM homogene, («, p, u, p)) pour décrire les courbes d’onde, ainsi que pour résoudre le
probléme de Riemann. Ainsi, tout le long de cette section on notera U un état exprimé
dans le systéme de variables conservatives (p, pu, pe) et V' le méme état exprimé dans
n’importe quel autre systeme de variables, tel que (p,u,p) ou (7, u,p). Dans ce cas, on
exigera naturellement que V' appartienne a ’ensemble Qy 1.

Nous nous intéressons alors a ’ensemble des états U € Q, que 'on peut relier a Uy
par une onde de discontinuité, soit un choc admissible, c¢’est-a-dire un choc qui vérifie
les inégalités d’entropie, soit une discontinuité de contact. Si U et Uy sont reliés par une
onde de discontinuité, alors U appartient a H(Up) et les relations de Rankine-Hugoniot
s’écrivent

U(P — po) = pu — pPolo,

o (pu — pouo) = pu’ + p — poug — po, (7.5)
o(pe — poeg) = (pe + p)u — (poeo + po)uo-
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Pour que la discontinuité soit admissible, une condition supplémentaire d’entropie doit
étre imposée. Comme
EL(P, u, E) = —ps, QL(P; u, 6) = —psu

est un couple entropie-flux d’entropie pour le systeme (6.1), on doit avoir

a(ps — pose) < psu — poSouo. (7.6)

Dans le cadre de la dynamique des gaz classique, cette condition, qui traduit I’augmen-
tation de I’entropie a travers le choc, est un critere d’admissibilité équivalent au critere
de Lax (cf. [GR96]).

La premiere relation de saut permet de conclure que

p(u — o) = po(up — o) = M = constant, (7.7)
et, grace a des manipulations algébriques simples, les trois restantes s’écrivent
pu— o) +p = polug — )2 + po, (7.8)

2 2
u—o0 uy — o
{p(€+(2))+p}(u—a)—{po(€o+(2))—l—po}(uo—a). (7.9)
La constante M représente ici le flux de masse a travers la discontinuité. Deux cas
peuvent maintenant se présenter : M = 0 ou M # 0. Si M = 0, comme p > 0 et pg > 0,
d’apres (7.7) et (7.8) on a obligatoirement u = o = ug et p = pg, tandis que p > 0
est arbitraire. Ce cas correspond & une discontinuité de contact. L’ensemble des états

que 'on peut relier a Uy par une discontinuité de contact est ainsi caractérisé par la
proposition suivante :

Proposition 7.1.
Soit Vo = (po, uo,po) € Qv,r.. L’ensemble des états V € Qv que U'on peut relier a Vj
par une discontinuité de contact est [’ensemble

D> (Vo) = {(p,u,p) : w=ug, p=po, p>0}.
Pour tout V' appartenant a l’ensemble précédent, o(Vy,V) = u = wug est la vitesse a

laquelle se propage la discontinuité entre V et Vj.

On considere désormais le cas o M # 0. La discontinuité est alors un choc et les
relations (7.7)-(7.9) permettent de conclure :

Lemme 7.1.
Si M # 0, les relations de saut de Rankine-Hugoniot peuvent s’écrire sous la forme
équivalente

M= u — U()’
T—1T0
e Pom (7.10)
T —1T0
et 1
e—eo+ 5P +po)(7—70)=0. (7.11)

De plus, la vitesse de la discontinuité vérifie

oc=u— Mt =uy— M.
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L’équation (7.11) est appelée d’équation d’Hugoniot de centre (79, po). A ce point,
nous supposons que la propriété suivante est vérifiée :

P. 1. La fonction (1,p) — e(7,p) est telle que ’équation d’Hugoniot de centre (7o, po)
(7.11) est inversible en T et permet donc de définir T comme une fonction de p,
T = ho(p), qui vérifie ho(po) = 1o et que l'on suppose strictement convexe et décroissante,
avec })E}% hO(p) = TOmax> pggloo hO(p) = Tomins OU Tomaz > T0 €t Tomin < To sont des

constantes réelles.

Remarque 7.1.
Dans le cas d’un gaz parfait polytropique de loi d’état (6.3), l’équation (7.11) s’écrit

pT PoTo 1
_ —_— _— :O
po— 7_1+2(p+p0)(7 0)

et on a donc

2
©op + po
T:hOP:TO 5
(?) p + pop?
ol )
2 7Y~
=1~ ¢lo,1
0 7Jrl] [

(Uexposant précise ici le fait que cette quantité est strictement positive). On a

_ _ 2
TOmax = lTOQ et Tomin = TOM"-

Le lemme précédent décrit ainsi ’ensemble des états que 1'on peut relier a Uy par
un choc et ’équation (7.11), en particulier, la projection de cet ensemble dans le plan
(1,p). L’étude de la courbe d’Hugoniot et de la condition d’entropie (7.6) permettent
de donner la caractérisation suivante des courbes de 1—choc et de 3—choc :

Proposition 7.2 (Chocs admissibles pour le systéme d’Euler).

Soit Vo = (po, uo,po) € Qv,r. On suppose que P.1 est vérifiée. Alors, l'ensemble des
états V = (p,u,p) € Qv.1, que l'on peut relier a Vo, a droite (respectivement a gauche),
par un 1—-choc admissible, est donné par

1
P holpy T \/(p —p0)(10 = ho(p)), P > po,
(respectz’vement par
= 1 , U=1ug+ (]?—]9())(7'0—]10(])))7 pSpo),
?= holp)

et Uensemble des états V = (p,u,p) € Qv que lon peut relier a Vy, a droite (respecti-
vement a gauche), par un 3—choc admissible, est donné par

u = ug — \/(p—po)(To—ho(P))7 P < po,
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(respectivement par

1
o(p)

p= s u=u0+\/(p—po)(70—h0(p))7 P > Ppo)-

La vitesse du choc est donnée par 0 = u— M1 = ug— My, ot M = Z:—:‘_g. OnaM >0
pour un 1-choc et M < 0 pour un 3-choc.

Détentes

Nous nous intéressons désormais aux solutions de type détente du systeme d’Euler.
Nous rappelons qu'une k—onde de détente (ou de raréfaction), ou k = 1,3, est une
solution continue auto-semblable (c’est-a-dire, vérifiant « U(z,t) = U(%) ») du type

Uy < \e(Uy),
Uz, t) =4 V(2) Ak(U ) < § < M(Ua),
Ug 72 M(Ua),

ot V(+) est une fonction de classe C!. Il n’existe pas d’ondes de détente associées & un
champ linéairement dégénéré (cf. [GR96] pour le cas général). On dira que Uy est relié
a gauche a Uy par une détente et réciproquement.

Soit Uy = (po, pouo, poeo) € 2 donné. Nous voulons caractériser ’ensemble des
états U € Qp que l'on peut relier a Uy par une détente. Pour ce faire, il convient
d’exprimer le systeme d’Euler en variables Lagrangiennes :

o1 _Ou _
ot or
ou Op

7.12
5 T oy =0 (7.12)
0s
o=

avec p = p(T, s).
Ainsi si (z,t) — (7,u,s)(%) est une solution réguliere du systeme (7.12) reliant
deux états V et Vy = (70, up, o), on a

§7'(€) —u'(§) = 0,
§u'(§) +p'(§) =0,
s'(§) =0,
ou ¢ Puisque s'(§) =0, on a
o 2
P(§) = 37 (6) = —57'(©)
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Si 7/(§) = 0, on trouve la solution trivial (7, u, s)(%) = Vp; sinon, on a § = ££ = +pc

et donc le long de la détente on a s = sg, 7 = 7(p, o), ¢ = ¢(p, So) et
1 » 1

u(f):iwp(f)iuzuoi/po md(}

Le signe — correspond a une 1—détente et le signe + a une 3—détente.

Remarque 7.2.
Les valeurs propres de la matrice jacobienne de (7.12) sont donnés par

[ Op Op
- %(Ta 5)7 Oa 5(7—7 S)a

. g . 5 2
c’est-a-dire, —pc(t,s), 0, pc(r,s), puisque —Z2(7,s) = .

On retrouve le fait que les paires (s,u —1[) et (s,u +1), ou I = I(p, s) vérifie

ol 1

p  (pc)(p.s)
sont respectivement une paire de 1—invariants de Riemann et une paire de 3—invariants
de Riemann pour le systeme de la dynamique des gaz. Le long d’une k—détente, les
k—invariants de Riemann sont constants.
On peut alors énoncer le résultat suivant qui caractérise les états que ’on peut relier
a un état donné par une onde de raréfaction.

Proposition 7.3 (Détentes pour le systeme d’Euler).
Soit Vo = (po,uo,po) € Qv,r. L'ensemble des états V = (p,u,p) € Qv que Uon peut
relier a Vy, a droite (respectivement a gauche), par une 1—détente, est donné par

p 1
p:p(p780)7 U:UO—/

———dq, p<po
po (P€)(4;50)

(respectivement par

p 1
p:p(p780)7 U:UO—/ 76161, p2p0)7
Po (,OC)(q, 80)
et Uensemble des états V = (p,u,p) € Qv 1, que l'on peut relier a Vy, a droite (respecti-
vement a gauche), par une 3—détente, est donné par

p 1
p:p(p780)7 U:U0+/

744, P=Dpo
po (PC)(4;50)

(respectivement par

P 1
P:p(p750)7 U:U0+/ 7dq7 pgp())
po (PC)(q; 50)
Si 'V et Vy sont reliés par une détente, le bord de la détente attaché a l’état Vi se déplace
a la vitesse ug &+ ¢ et le bord attaché a l'état V a la vitesse u + ¢, ou le signe — est
valable pour une 1—détente et le signe + pour une 3—détente.
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Comme pour les courbes de choc, on constate que I’ensemble des états que ’on peut
joindre & un état donné par une k—détente forme une courbe dans ’espace des états,
que 'on peut paramétrer par p. On parle alors de courbes de 1—détente et de 3—détente.

Dorénavant, pour Vo = (po,uo,po) € Qv donné, nous noterons CgL(Vb) (respec-

tivement Cé’L(Vo)) la courbe des états V = (p,u,p) € Qyr qui peuvent étre reliés
a droite (respectivement a gauche) a Vj par une k—onde admissible pour le systéme
d’Euler, ou £ = 1 ou k = 3. Ces courbes sont décrites par les propositions 7.2 et 7.3. Si
I’on considere les fonctions

/pldq, p < po,
Qr0(p) = Pr(Vo;p) = < /o (pc)(q; so0)
Jo— (- m®). =m0,

\/(P —po) (70 — ho(p)), » < po,

Uro(p) =VYr(Vosp) = P 1
—/ ——— dg, P > po,
v (P€)(q, 50)
et
p(pv 50)7 p Spﬂa
ero(p) = ¢(Vo;p) = 1 b

5 = PO,

ho(p)

1

p < po,

Yro(p) =v(Vosp) = ho(p)’
p(p,50), P = Do,

on peut résumer les résultats de ces propositions de la facon suivante : la courbe de
1—onde CBL(UO) (respectivement la courbe Cé’L(UO)) est décrite par les états V =
(p,u, p) tels que

u=1uo—Pro(p), p=¢rop), p>0

(respectivement tels que

u=1uo+ Yro(p), p=1rol), p>0)

et la courbe de 3—onde C%L(Uo) (respectivement la courbe CZ’L(UO)) est décrite par les
états V = (p, u,p) tels que

u=uy—¥Yrop), p=vrolp), p>0,

(respectivement tels que

u=muo+Pro(p), p=wrolp), p>0).
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7.2.2 Courbes d’onde pour le systeme HRM homogéne

On passe a I'étude des courbes d’onde pour le systeme HRM homogene. Comme
I'on a déja remarqué, ce systeme peut étre vu comme le systeme de la dynamique des
gaz muni d’une équation supplémentaire et avec une loi de pression du type gaz parfait
polytropique ou le coefficient adiabatique ~ varie avec a. Sa structure hyperbolique
est analogue a celle du systeme d’Euler, puisque ses valeurs propres et ceux de ce
dernier sont identiques, le champ supplémentaire dans le systeme HRM correspondant
a un champ associé a la valeur propre double A(u) = u. On verra dans la suite que la
structure de ses ondes est elle aussi analogue a celle des ondes intervenant en dynamique
des gaz.

Ondes de discontinuité pour le systeme HRM homogeéne

Nous nous intéressons en premier aux ondes de discontinuité pour le systeme HRM
homogene. Soit Uy = (agpo, po, potio, poco) € Qr donné. Si U € Qg et Uy sont reliés
par une onde de discontinuité, U et Uy vérifient les relations de Rankine-Hugoniot, qui
prennent ici la forme

[Fr(U)] —olU] =0,
c’est-a-dire
a(pa — poao
a(p—po
o (pu — pouo
o(pe — poeo

= pau — PoQpUo,

= pu — polo,

_ 2 2

= pu” +p — pouy — Do,

= (pe + p)u — (poeo + po)uo.

—_— — — —

On a alors a nouveau, d’apres la deuxieme relation de saut, p(u—o) = po(ug—0o) = M,
de sorte que la premiere relation de saut s’écrit

M(a—ag) =0. (7.13)

Comme au paragraphe précédent, on a a distinguer les cas M =0 et M # 0. Si M =0,
on a & nouveau u = o = ug, p = po et « est arbitraire en [0, 1], comme p en |0, +00].
On est en présence d’une discontinuité de contact (associée au champ caractéristique
double linéairement dégénéré).

Proposition 7.4.
Soit Vo = (o, po, o, po) € Qv.r. L'ensemble des états V € Qy r que l'on peut relier a
Vo par une discontinuité de contact est l’ensemble

D(273)7R(U0) = {(aap7uvp) DU =ug, p=po, p> O? Q€ [0’ 1]}

Pour tout V' appartenant a ’ensemble précédent, o(Vy,V) = u = wug est la vitesse a
laquelle se propage la discontinuité entre V et Vj.

Si M #0,0naa = «qp,dapres (7.13), et la discontinuité est un choc. En remplagant
«a par «g dans I'expression de p, on obtient, des trois derniéres équations de saut, le
systeme classique de relations de Rankine-Hugoniot pour le systeme d’Euler, qui peut
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s’écrire de fagon analogue sous la forme (7.7)-(7.9). On peut alors conclure un résultat
analogue a celui du lemme (7.1), notamment déduire 1’équation d’Hugoniot

1
e =0+ 5(p+po)(T—70)=0. (7.14)
Maintenant, comme a = o et la loi d’état (6.10) peut étre inversée par rapport a e,
pT
€= E(Tvpv O[) = 7N 1
V() =1
I’équation d’Hugoniot permet de définir 7 en fonction de p et inversement :
2 2
HoP + Po T0 — HoT
T =ho(p) = holan;p) =10-2—5 et p=p"(1) =p"(a0;7) = po—5—,
P + Poij T — HpTo
ou (a0) — 1
2 Y\@o) —
o= ———— €10,1].
0 ’V(QO) +1 ] [

On va privilégier 7 comme fonction de p et on remarque que la fonction by vérifie
des propriétés analogues a celles que l'on a supposé dans P.1 :
Lemme 7.2.
La fonction ho est une fonction convexe strictement décroissante, avec
. _ 70 : . 2
lim ho(ao; p) = —5 > 70,  lim bo(ao;p) = 1oy < 7o
p—0 15 p—too

Démonstration.
Puisque ,u% <1,ona

(15— V(g +1)

<0
(p + popd)?

ho'(co; p) = T0P0

et

(15 — D) (ug +1)
(p +P0M(2))3

ce qui prouve que g est une fonction convexe strictement décroissante. D’un autre coté,

ho (o3 p) = —270p0 > 0,

L
il est immédiat que limbo(ap; p) = —g et que lim ho(ag; p) = Topa. O
p—0 Ho p—-—+o0

Maintenant, on vérifie aisément que

Eg(a,p,u,p) = —ps(a, p,p), Qr(a,p,u,p) = —ps(a, p,u,p)u

définit un couple entropie-flux d’entropie pour le systeme HRM homogene. L’analyse de
la condition d’entropie le long d’un choc est donc la méme que pour le systeme d’Euler
et les chocs admissibles pour le systeme HRM homogene doivent vérifier en plus aussi
la condition (7.6).

En résumé, pour le systeme HRM homogene, a travers un choc « est constant et
I’analyse des courbes de choc est la méme que pour le systeme d’FEuler correspondant a
la loi d’état (6.3) avec v = v(ap). Nous pouvons ainsi énoncer la proposition suivante,
qui est l’analogue de la proposition 7.2.
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Proposition 7.5 (Chocs admissibles pour le systéme HRM homogéne).

Soit Vo = (o, po, uo,po) € Qvr. L'ensemble des états V = (a, p,u,p) € Qv que
lon peut relier a Vi, a droite (respectivement a gauche), par un 1—choc admissible, est
donné par

1
Od=0ay, P= "7~ U=U — \/(p_p(]) TO_UO(ao;p) , P = DPo,
bo(ao; p) ( )
(respectivement par
oa=op, p= ;, U = up + \/(p—po)(To - f)o(ao;p)), P < po),
bo(ao; p)

et l'ensemble des états V = (o, p,u,p) € Qy.r que l'on peut relier a Vy, a droite (res-
pectivement a gauche), par un 4—choc admissible, est donné par

1
a=ay, p=_—F—, uzw)—\/(p—po) 70 — ho(ao;p)), P < po,
bo(ao; p) ( )
(respectivement par
a=ay, p= #, u=ug+ \/(p—po)(To —ho(ao;p)), P = po).
bo(ao; p)

Si Vo et Ve Qy g sont reliés par un choc , alors sa vitesse est donnée par 0 = u—MT =
ug — My, ou M = “:1;8. On a M > 0 pour un 1-choc et M < 0 pour un 4-choc.

T

Détentes

On caractérise maintenant les états que 'on peut relier & un état Vy donné par
une détente. Supposons (z,t) — (a,p,u,p)(%) une fonction réguliere vérifiant les
équations (6.12) au sens fort et reliant un état V' a Vj. Dans ce cas, puisque « vérifie
I’équation

Oa n Oa 0
a2 =
ot Ox ’
on a, en posant £ = 7,
—a/(§)€ +u(§)d'(€) =0,
soit
a'(§)(—€+u(§)) =0.
On en déduit que o/ (£) = 0 ou u(§) = £ Or cette derniére équation n’est pas possible
car, si on avait u(§) = ¢, de la deuxieme équation de (6.12), on obtiendrait

(O + (€€ + pl€) 5 =0,
c’est-a-dire
~£0/(6) + £0/(6) + pl6) = pl€) =0,

ce qui ne peut pas avoir lieu. On conclut alors que o/(£) = 0 et le long de la détente «
est constant et égal a «q. Ainsi, la caractérisation des détentes pour le systeme HRM



158 CHAPITRE 7. LE COUPLAGE...

homogene est a nouveau la méme que pour le systeme d’Euler correspondant a la loi
d’état (6.3) avec v = y(ap). On retrouve & nouveau que, le long d’une k—détente, les
k—invariants de Riemann wy sont constants. Ceux-ci s’expriment de maniere analogue
que pour le systeme d’Euler : si ’on consideére la pression p exprimée en fonction des
variables (a, p, s), p et ¢ pouvant étre donnés comme fonction de («, p, s) par

(p @ _ [ lep
p(a,p,S)—<A(a;S)> » clesps) = pla,p,s)’

on a ainsi que les triplets («, s,u — 1) et (o, s,u+1), ou l = l(«, p, s) vérifie

ol 1

ap  (pc)(a,p,s)’
sont des 1—invariants de Riemann et des 4—invariants de Riemann pour le systeme
HRM homogene. On peut alors énoncer le résultat suivant, qui est I'analogue de la
proposition (7.3).

Proposition 7.6 (Détentes pour le systéeme HRM homogeéne).
Soit Vo = (w, po, uo, po) € Qv,r. L'ensemble des états V = (a, p,u,p) € Qv.r que l'on
peut relier a Vp, a droite (respectivement a gauche), par une 1—détente, est donné par

P 1
a=ay, p=plao,p,s0) uzuo—/ ———dq, p<po
PO (pc)<a07Q780)

(respectivement par

p 1
a = Qp, P:P(a07p730)7 U:UO—/ —dqv prO)y
PO (PC)(OCOa(LSO)

et l'ensemble des états V € Qy r que Uon peut relier a Vp, a droite (respectivement
gauche), par une 4— détente, est donné par

P 1
a=ap, p=plao,p,so), u:uO+/ ———dq, p=>Dpo
Po (PC)(am q, 50)

(respectivement par

p 1
a=ag, p=plao,p;So0), U= uo +/ ————4dq, p<po)
»o (PC)(0,, 50)
SiV € Qur et Vo sont reliés par une détente, le bord de la détente attaché a l’état Vo
se déplace a la vitesse ug = cg et le bord attaché a l’état V a la vitesse u =+ c, ou le signe
— est valable pour une 1—détente et le signe + pour une 4—détente.

On désigne maintenant par C]BR(VO) (respectivement par Cé’R(Vo)), I’ensemble des
états V' € Qy g que 'on peut joindre a Vp a droite (respectivement & gauche) par une
k—onde admissible, ou cette fois-ci on a k = 1 ou k = 4. On considere aussi les fonctions

p 1

/ o (o sy 4 P < po,
Pro(p) = @r(Vosp) = { /7o (pc)(ao, g, 50)

\/(P —po) (10 — bo(ao;p)), P = po,
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\/(P —p0) (70 — bo(ao;p)), p < po,

Vro(p) = Vr(Vo;p) = P 1
_/ TN N an P = Do,
Po (pC)(Oé(],q,S())
et

plao,p,s50), p < po,

oro(p) = er(Vo;p) = 1
7‘7 p 2 p07

ho(co; p)

1

» < po,

Yro(p) = ¥r(Ve:p) = { holaoip)’
P(Oé()apa 80>7 prO

On a alors, comme au paragraphe précédent, que I'on peut re-écrire les résultats
des propositions 7.5 et 7.6 de la facon suivante : la courbe de 1—onde CBR(VO) (respec-
tivement la courbe de 1—onde ClG’R(VO)) est décrite par les états V = (o, p,u,p) € Qv.r
tels que

a=ay, u=ug—Pro(p), p=vrolp), p>0
(respectivement
a=ay, u=uo+¥Yro(), p=vrop), p>0)

et la courbe de 4—onde C;‘SR(UO) (respectivement la courbe de 4—onde Cé’R(UO)) est
décrite par les états V = (a, p,u,p) € Qu g tels que

a=ay, u=uo—Yro), p=vro), p>0
(respectivement,

a=ay, u=u+Pro(p), p=vro), p>0).

Pour simplifier la notation, on pose 7 := y(ap). On peut trouver maintenant des
expressions explicites pour les fonctions ®ro, Yro, Yro et ¥go. En effet, on a, d'une

part,
1 1
p(c0,p50) = ( D ) — 0 (p> "
(70 — 1) A(v, s0) Po

de sorte que

-1

11 o
C(O‘07p, 80) = \/ op == \/ryopo <£> 2 20 = Cp (p> e . (715)
p(0,p, s0) PO \Po Po

On en déduit

yo+1

1 1 T2
7(050,17, 80) = (p> v

pc PoCo 170
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et donc

i 1 Do 1 P -
oo a5 M= oeo —m 1 \ \ oo -1
Po (pc)(ao, q, 50) poco — W02 4 1 Do

270

yo—1
_ 0 2% <p) 270 1
Y —1 \ \po
y0—1
2 (p > 270
= CO — - 1
Y — 1 Po

= 702 : (c(ao, p, 50) — o). (7.16)

D’autre part, on a

70(p + ppo) — To(15p + po) (p—po)(1 — pd)

7o — ho(ao; p) = D+ 2o T T 2po (7.17)
de sorte que
\/ N 1— g
(p = po) (70 — bolao; p)) = |p — polv/To P

7.2.3 Projection des courbes d’onde dans le plan (u,p)

Afin de décrire géométriquement les courbes d’onde pour les systemes d’Euler et
HRM homogene, nous allons montrer certaines propriétés concernant la différentiabilité
des fonctions ®7, g, ¥y o, ®Pro et ¥ introduites auparavant.

Concernant le systeme d’Euler, nous supposons dorénavant que la propriété suivante
est vérifiée :

P.2. La fonction (p,s) — c(p, s) est tel que

limc(p,s) =0, lim c(p,s) = +oo.
p—0 p——+00

On commence par montrer le lemme suivant :

Lemme 7.3.
On suppose que les proprietés P.1 et P.2 sont vérifies. Alors la fonction @, o est une
fonction strictement croissante, avec

1

Po
lim & =0 0) =— —d i () =
plgtl) Lo(p) £,0(0) /0 (50) (¢, 50) q, p_l)gloo Lo(p) = +oc,

et la fonction Wy, o est strictement décroissante, avec

lim W, 0(p) = ¥1,0(0) = VPo(Tomaz — 70)> pﬂgloo Vro(p) = —oc.

p—0

De plus, ®1,0 et Vo sont de classe C', avec en particulier

70 70

/ /
L,o(po) . € L,o(po) <o
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Démonstration. v )
On pose her(p) = 1/ (p—po) (70 — ho(p)) et hger(p) = / ——————dg. On a, d’une
V=) ) ot haalp) = | o)
part,
1
hyy(p) = ———— >0, Vp>0,
i) = o s0)

et, d’autre part,

, (10— ho(p)) — (p — po)hiy(p)

ch(p)

- 2\/(1? —po) (10 — ho(p))

et donc, puisque on a supposé P.1,

h.,(p) >0, sip> po,
h,(p) <0, sip<po.
On a de plus
1 T0
Pyt (Do) = —— = —.
det (P0) (poco)  co
Pour calculer h/,(pg), on fait un développement limité autour de py dans I’expression de
Rh.(p). On obtient qu’il existe & entre p et py tel que

(7o (&) + ho(p)) (p — po)
2/~ (P —po)?

() = —

On en déduit

wn(p) = —sgn(p —po)hg(g)_tfé);? = £/ =g (po)-
0 P—Pg

Or si 7 = ho(p), en dérivant I’équation d’Hugoniot (7.11) par rapport a p, on déduit

%(ho(p),p)h()(p) + g;(ho(p),p) + %(ho(p) — ) + %(p 0.
et donc
() — o oPD) + (Ao (e) — o),

% (ho(p), p) + 3(p + o)

La relation précédente permet de conclure que

Y B %(To,po)
o(po) = T el N
5= (70, p0) + Po

Maintenant, on a

Oe 2
2=+ p c
0 _

Jp

En effet, d’apres la relation fondamentale de la thermodynamique (6.2),

de = %dT + §dp = Tds — pdr,
or Op
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de sorte que

On en déduit o Ber -1 5
o~ ~(G) r5)

c’est-a-dire (7.18). Comme (7.18) implique

/ 70
—h! -
O(p()) CO7

on peut conclure les résultats du lemme concernant la différentiabilité des fonctions
®r0et Wro. Les limites en 0 et en +o00 sont conséquence immédiate de P.1 et P.2. [

Concernant les fonctions ®r g et Vg g, elles vérifient des propriétés similaires, puisque
elles peuvent s’obtenir a partir de leurs analogues @1, et Uy, g en remplacant dans ces
derniéres la pression p par pr(ag,p,s) = A(ag, s)p?@). On peut alors énoncer un
analogue du lemme 7.3.

Lemme 7.4.
Les fonctions ®ro et Vg sont de classe C! et vérifient

[ To [ T0
O o(po) =/ —— et Wyolpy) = —/ —.
R’O( ) YoPo R’O( ) YoPo

De plus, ®r o est une fonction strictement croissante, Vg strictement décroissante et

260

S ro(P) o1 oo Rro(p) = +o0,

1
lim W = <7—1>, lim U = _co.
Ly W o(p) = 4 [PoTo 2 L Uro(p) = —oo

Les deux lemmes précédents permettent ainsi de caractériser, pour le systeme d’Eu-
ler et pour le systeme HRM homogene, la projection des courbes d’onde dans le plan
(u,p). Nous renvoyons au prochain paragraphe, notamment aux figures 7.1 & 7.4 pour
la représentation graphique de ces courbes.

7.2.4 Le probleme de Riemann

Le but de ce paragraphe est de rappeler quelques propriétés sur le probleme de
Riemann dans le contexte de la dynamique des gaz, notamment la structure de ses
solutions.

Le probléme de Riemann pour le systéme (6.1) est le probléme de Cauchy, de donnée

initiale
Ug, <0,
9 7 (7.19)
Ug, x>0,
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avec Uy, Uy € Q.

En ce qui concerne le cas général, le résultat d’existence et d’unicité de solution
pour un systeme de lois de conservation avec tous les champs caractéristiques soit vrai-
ment non-linéaires soit linéairement dégénérés, en dimension un d’espace, est d a Lax
([Lax57]). Il n’est valable que pour des données initiales & variation totale petite, dans
la classe des solutions auto-semblables composées d’états constants séparées par des
ondes simples, soit des chocs, soit des discontinuités de contact, soit des détentes (nous
renvoyons & [GR96] pour une démonstration de ce résultat, notamment & la remarque
6.1 du chapitre 6, qui concerne le cas d’'un systeme hyperbolique mais non stricte-
ment hyperbolique). Pour des données initiales arbitraires une étude au cas par cas est
nécessaire.

Pour le systeme d’Euler, dans le cadre d’une loi d’état dans les conditions de la
section 6.1, le probleme de Riemann est bien posé dans la classe de solutions décrite ci-
dessus. Sa solution est constituée d’états constants séparés par, dans le cas général, deux
ondes associées aux champs caractéristiques vraiment non linéaires, séparées par une
discontinuité de contact, associée au champ linéairement dégénéré. Dans le contexte
de la section 6.1, ou l'on considere une loi d’état satisfaisant certaines propriétés de
convexité classiques, seules les ondes simples sont admises et cette solution est unique.
La solution générale (dans le sens ou toutes les ondes sont d’amplitude non nulle)
est donc constitué de 4 états constants Uy, U*, U™ et Uy, séparés par une 1—onde
associée au champ caractéristique relatif a la valeur propre A\j(u) = u — ¢, par une
2—discontinuité de contact associée au champ caractéristique linéairement dégénéré, de
vitesse o(U*,U**) = u* = u**, et par une 3—onde associée au champ caractéristique
relatif a la valeur propre A3(u) = u + c¢. Les vitesses de ces trois ondes sont ordonnées
de manieére croissante. En pratique cette solution peut se construire géométriquement
en cherchant l'intersection des courbes de 1—onde et de 3—onde dans le plan (u,p). Le
probléeme de Riemann a une solution unique si ces courbes se coupent en un seul point.
Dans le contexte de la section 6.1, ceci est vrai au moins pour des données initiales
proches, telles que les courbes de 1—onde et de 3— onde associées respectivement aux
états Uy et Uy s’intersectent dans le plan (u,p) (étant vrai pour toute donnée initiale
si 'on autorise I'apparition du vide p = 0.)

Relativement au systeme HRM homogene, la structure des solutions du probléeme
de Riemann est analogue : le probleme de Riemann associé au systéme (6.8) admet une
solution unique constituée elle aussi par la juxtaposition de 4 états constants et par
deux familles d’ondes, associées au ler et 4éme champs caractéristiques, séparées par
une discontinuité de contact associée au champ double linéairement dégénéré.

7.3 Analyse de la vitesse des ondes

On passe a I’étude du signe de la vitesse des ondes pour le systeme d’Euler et pour le
systeme HRM. Cette analyse s’avere essentielle pour I’étude du probleme couplé. On va
d’abord la faire pour le systeme d’Euler et puis pour le systeme HRM homogene. Pour
ce dernier, comme le montrent les résultats de la section précédente, o est constant le
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long d’un choc ou d’une détente, on se ramenera donc au systeme d’Euler en considérant
la loi de pression (6.10) correspondant a v = y(ayg) fixé.

7.3.1 Vitesse des ondes pour le systeme d’Euler

Nous nous intéressons au signe de la vitesse des chocs et des détentes sur les courbes
d’onde pour le systeme d’Euler. Soit Vo = (po, uo,po) € Qv,r. SiV € Qu 1, et V sont
reliés par un choc, alors la vitesse du choc est donnée par 0 = u— M7 = uy — M1, ou

U — UQ

M =

T—10

7 = ho(p) et u est une fonction de p donnée par la proposition 7.2. Si V et V} sont reliés
par une détente, alors le bord de la détente attaché a I'état Vj) se déplace a la vitesse
ug £ cp, tandis que le bord de la détente attaché a ’état V' se déplace a la vitesse u + c,
le signe — étant valable pour une 1—détente, le signe 4+ pour une 3—détente, ot u est
une fonction de p donnée par la proposition 7.3 et ¢ = ¢(p, sg). On remarque alors que,
le long des courbes d’onde, soit le signe de la vitesse des chocs, soit le signe de la vitesse
a laquelle se déplacent les bords des détentes peuvent étre paramétrés par p.
D’autre part, pour un choc on a

c=0<—u—Mr=uy— Mmp=0

et donc

UuQ U — ug uQ
c=0&=M=— <= = —.
T0 T —1T0 T0

L’étude du signe de o rameéne alors a résoudre dans la variable p les inéquations

U — ug Uuo
< (2)7a

T —1T0 T0

ou le signe < correspond a o > 0 et le signe > a o < 0.
Dans le cas d’une détente, il s’agit d’étudier le signe de (u % ¢)(p).

Le signe de la vitesse des 1—ondes

On étudie d’abord le signe de la vitesse des 1—chocs joignant une état V' a V. Nous
allons montrer le résultat suivant :

Proposition 7.7 (Signe de la vitesse des 1—chocs).
Soit Vo = (po,uo,p0) € Qvr. On suppose que P.1 est vérifie. Alors les propriétés

suivantes sont valables sur la partie choc de la courbe Cllj’L(Vo) :
(i) Siug < cg, alors o(p) <0, ¥V p > po;
(ii) Siug > co, alors il existe pt = pL(Vo) > po unique tel que o(pl) =0 et

a(p) >0, sipo<p<pe
o(p) <0, sip>pl.

De facon analogue, on a les propriétés suivantes sur la partie choc de la courbe
chE (V) :
G 0
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2
(i4i) Si ug < /=20 alors o(p) <0, ¥ p < po;

TOmaz —T0’
2
(iv) Si \/% < ug < co, alors il existe pL = pL(Vo) €0, po[ unique tel que
o(pl) =0 et
a(p) >0, sip<pe
o(p) <0, sipy <p < po;

(v) Siwug > co, alors o(p) >0, ¥V p < po.
Démonstration.

Analysons d’abord le cas des 1—chocs joignant un état V a V| a droite. Si V' € C})’L(VO)
est relié a Vy par une 1—choc, on a alors

r=ho(p). u=1uo—/(p—po)(r — ho(p)), P> po.

(cf. proposition 7.2) et
u — U

M = > 0.

T —1T0

Siug<0,onaoc=uy— Mrmy <uy<0.Siuy >0, alors on a

e N =p0) (0~ ho()) _ uo

ho(p) — 7o 70

- u
vP—Po W

70 — ho(p) o

soit
2 2 P—DPo
Uy =T ————— 7.20
0 0 o — hO (p) ( )
(on remarque que, comme hy est une fonction décroissante, le long des courbes d’onde

les signes de p — pg et de ho(p) — 7o sont contraires). On pose

= 72 P—Do
fO(p) =10 o — ho(p)7 (721)

de sorte que équation (7.20) s’écrit fo(p) = ug. En raisonnant de la méme maniere,
on obtient

o> 0= folp) < ud,
#) <o (7.22)
o <0+ fo(p) > ud.

Or on a, d’une part,

F(p) = r2 T M0®) + )P = po) _ o TGO~ po)?
(10 — ho(p))? (0 — ho(p))*’

avec £ entre p et pg, et donc, puisque hg est une fonction convexe, on conclut
f4(p) >0, ¥p > po. D’autre part on a, d’aprés Uhypothese P.1,

lim fo(p) = +o0
p—too



166 CHAPITRE 7. LE COUPLAGE...

et on conclut comme dans la démonstration du lemme 7.3 que

2
To

ho(po)

fo(po) = — = .

On distingue alors les deux cas suivants :

(1) ud > 3, c’est-a-dire, ug > cp. Alors I'équation fo(p) = w3, p > po, admet une
unique solution p. et on a

0 >0 folp) < ug <= po <p < pe,
o <0+ fo(p) >ud < p>pl

(2) up < co. Alors u2 < f(p), pour tout p > po, et on conclut o(p) < 0, pour tout

P = Do-
Passons au cas des 1-chocs joignant un état V a V; a gauche. Si V € Cé:L(VO) est
relié a Vi par un 1—choc, on a cette fois

T =ho(p), u=wu+ \/(P—po)(T - hO(P))7 p < po,

et M > 0. On a a nouveau o = ug— M1y < 0, si ug < 0. Si ug > 0, alors on voit comme
dans le cas précédent que o = 0 si et seulement si I'équation fo(p) = ug, p < po, olt fo
est définie par (7.21), a une solution. Les relations (7.22) sont & nouveau vérifiées. Or
on a maintenant

PoT, 3

TOmaz — 70

fo(0) =

et, comme fo(pg) = c3 et fo est une fonction strictement croissante, équation fo(p) =

2
PoTy

u% admet une solution pour p < pq si et seulement si o < u% < 6(2), c’est-a-dire si

max —T0 —
2
. T . 7
et seulement si 4/ Topoi‘LTO < ug < ¢g. Trois cas se présentent alors :
max
(1)
2
PoT

0<ug < .
TOmaz — 70

Alors fo(p) > u3 et donc o(p) < 0, pour tout 0 < p < po.

(2)

2
PoT)

— < ug < ¢p.
TOmaz — 70

Alors il existe un point 0 < p. < po unique tel que o(pl) = 0 et a(p) > 0 si p < pL,
o(p) < 0sipg <p < po.
(3) up > ¢p. On a dans ce cas o(p) > 0, pour tout p < pg. O

Dans la suite nous adopterons la notation P au lieu de C pour désigner les projections
des courbes d’ondes dans le plan (u,p). Ainsi, PBL(VO) désigne la projection dans le
plan (u,p) de la courbe CBL(VO), c’est-a-dire la courbe u = ug — P, o(p), p > 0, et ainsi
de suite.
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Remarque 7.3.

Les points p. et pL de la proposition précédente sont donnés respectivement par l'in-
tersection des courbes PBL(VO) et Pé’L(VO) avec la courbe des chocs de vitesse nulle
u = pouoho(p), pour p > po et pour p < po. En effet, puisque o(pl) = ul — M7} =

ug— M7 =0, ona M = Z—g = ugpo. On en déduit ul = M7} = ugpoho(pl) et donc

pl est le point d’intersection de la courbe PE’L(VO) avec la courbe u = poupho(p), pour
p > po. On peut raisonner de maniére analogue pour pp.

Remarque 7.4.
Dans le cas d’une loi d’état du type gaz parfait polytropique p(p,e) = (v — 1)pe, on a
TOmaz = % (cf. remarque 7.1) et donc

soit

L ‘@
TOmax — 70 27

Etudions ensuite le signe de la vitesse des 1—détentes joignant un état V a V4. Si
V = (p,u,p), il s’agit d’étudier le signe de

(u—¢)(p) = uo — / ’ plc<q, s0) dg — c(p, 50)

Po

en fonction de p. Nous allons montrer le résultat suivant :

Proposition 7.8 (Signe de la vitesse des 1—détentes).
Soit Vo = (po,uo,po) € Qv,r.. Supposons que P.2 est vérifiée. Alors les propriétés sui-
vantes sont valables sur la partie détente de la courbe CBL(VO) :

(1) Siwug > co, alors (u—c)(p) >0, V p < po;

(ii) Si — é)o ﬁ < ug < co, alors il existe pl., = pl.,(Vo) €]0,po[ unique tel que

(4= ¢)(Pger) = 0 et

(U - C)(p) > 07 i p< pcllep
u—-c)(p) <0, si p}iet < p < po;

(iii) Siug < — [3° i, alors (u—c¢)(p) <0, V p < po.

De facon analogue, on a les propriétés suivantes sur la partie détente de la courbe
cg" (Vo) :
(i) Siug < co, alors (u—c)(p) <0, ¥V p > po;
(v) Siug > co, alors il existe pl., = pl.,(Vo) > po unique tel que (u — c)(p}.,) =0
et
{(U—C)(p) >07 St po <p<ﬁclget7
(u—c)(p) <0, sip>ph,.
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Démonstration.
Analysons a nouveau d’abord le cas des 1—détentes joignant un état V a Vj a droite.
SiVe CBL(VO) et Vp sont reliés par une 1—détente, alors on a

(p, 0) /p LI
pP=pWP,So), U=1uUy— -, ~aq, P >~ po-
» (PC)(a,50)

Si ug > ¢g, alors u — ¢ > ug — ¢ > 0. Si ug < ¢y, on étudie la fonction

P
(=)o) =0 = [ (avs0) da = clp.s), (7.23)
po PC
pour p < pg. On a
; 1 dc
u—c =———— — —(p,s0).
= o)~ ap ™)
Montrons que g—;(p, s0) > 0. Puisque ¢(p, s) = g—ﬁ(p(p, s), s), on a
Oc dp -3 0%p ap
gﬁn@—-(@; ) 5 ) g, #:9)
Op -3 0%p op -1
=5 (500.9) 5 E e (520.9)
1 0%

= @67)2([)’ s),
et on obtient que = (p, s) > 0, vu que l'on a supposé la fonction p — p(p, s) strictement
convexe. On a alors (u—¢)(p) <0, Vp. De plus, en vertu de P.2 on a

Po 1

(u—c)(O):u0+/ %(q,so)dq

0
et
(u—¢)(po) = up — o < 0.

On obtient ainsi que, entre 0 et pg, la fonction u — ¢ décroit de ug + f po i a ug — cp.
On distingue alors les deux cas suivants :
(1) wo + f3° plc (g,s0)dg < 0. Alors (u — ¢)(0) < 0 et on peut conclure
(w—c)p) <0,"V p < po.
(2) up + po plc q,50)dq > 0. Alors il existe un point p}., €]0,po[ unique tel que
(u — )(pdet) =0et (u—c)(p) >0sip<py (u—c)p)>0,sipy, <p<po.

Passons maintenant au cas des 1—détentes joignant un état V a V{ a gauche. Si
Ve Cé’L(VO) est relié a Vp par une 1—détente, alors

(9 50) [ ooidev>
p=ppso), u=u— | ———dg, p>po
PO (PC)(QaSO)

et on a a nouveau que, si ug—cg < 0, alors u—c < ug—cy < 0. Si ug > ¢p, on étudie cette
fois-ci la fonction (7.23) pour p > po. Encore une fois on a, d’une part, (u —¢)'(p) < 0.
D’autre part, (u — ¢)(po) = up — ¢ > 0 et, d’apres P.2, pgrlloo(u —¢)(p) = —o0. On
conclut alors que, pour p > pg, (u — ¢)(p) décroit de ug — cg > 0 & —oco. On en déduit
qu’il existe ﬁ}let > po tel que (u—c)(ﬁ}jet) =0et (u—c)(p) >0,sip < ﬁclleﬁ (u—c)(p) <0,
sip> ﬁtliet. ]
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Remarque 7.5.
On a supposé que ®r,0(0) = — 50 m dq est fini. C’est le cas, par exemple, pour
une loi d’état du type gaz parfait. Les résultats précédents restent toutefois valables

dans le cas contraire, avec des adaptations évidentes.

On représente graphiquement dans les diagrammes des pages suivantes les résultats
des deux propositions précédentes. On a pris en compte les conclusions du paragraphe
(7.2.3), qui nous ont permis de caractériser la projection des courbes d’onde dans le

plan (u, p).

Le signe de la vitesse des 3—ondes

Concernant le signe de la vitesse des 3—chocs et des 3—détentes, on obtient des
résultats analogues en étudiant, dans le cas d’'un 3—choc joignant un état V a 1, le
signe de
U — ug

oc=uy— Mty =ug— 70,

T —1T0
ou u est la fonction de p donné par la proposition (7.2) et 7 = ho(p), et, dans le cas
d’une 3—détente, le signe de

P

(U+d@ﬁ=uo+/‘;g%%ﬁw+0@ﬁw-

On va alors énoncer les propositions suivantes, qui sont ’analogue des propositions 7.7
et 7.8.

Proposition 7.9 (Signe de la vitesse des 3—chocs).
Soit Vo = (po, uo,po) € Qv,r.. Supposons que P.1 est vérifiée. Alors les propriétés sui-
vantes sont valables sur la partie choc de la courbe C;’)’L(VO) :

(i) Siug < —cp, alors o(p) <0, ¥V p < po;

poTe
TOmaz =70’

(11) Si —co < up < — alors il existe p? = p2(Vo) €]0,po| unique tel que

a(p3) =0 et
a(p) <0, sip<pl,
a(p) >0, sip}<p < po;
2
(111) Siug > — TopoiTo_TO’ alors o(p) >0, V p < po;

De facon analogue, les propriétés suivantes sont valables sur la partie choc de la
courbe Cg’;’L(VO) :
(iv) Siug < —co, alors il existe p3 = p3(Vo) €]po, +00[ unique tel que o(p2) =0 et

o(p) <0, sipo<p<]§g’
o(p) >0, sip>py;

(v) Siug > —cg, alors o(p) >0, V p > po.
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Cas : ug > ¢g Cas (I)L’O(O):— Opni<1t0<60
P
A
o<0

T Po

N

N

! \

|

| Mu—e<0

! N

! \

! | — u

o @p(0) co

Fia. 7.1 — Signe de la vitesse des ondes sur la courbe CBL(‘/O) des états que l’on peut
joindre a Vo a droite par une 1—onde admissible.

—— partie choc de la courbe d’onde

- - - partie détente de la courbe d’onde
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p p
\
v A oA
\ \
\ \
\
\u—c<0 \\
\
\
S SN
pdet \
N u—c>0
N
N
po [T 7 |
|
| o>0
|
|
T 1 > 1 u
Co uo
2
Cas : ug > ¢o Cas: Ay = %<u0<00
p
\
\
\
NV u—ec<0
\
\
N- - - Do
|
|
|
: o<0
|
|
[ S U
() AO (&)
Cas UOSAO

FiG. 7.2 — Signe de la vitesse des ondes sur la courbe Cé’L(VO) des états que l’on peut
joindre a Vo a gauche par une 1—onde admissible.

—— partie choc de la courbe d’onde

- - - partie détente de la courbe d’onde
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Démonstration.
La démonstration suit les mémes principes que celle de la proposition 7.7. Si
Ve C%’L(Vo) est relié & Vj a droite par un 3—choc, on a cette fois M < 0 et

T =ho(p), u=wup— \/(P—po)(T—ho(p))7 P < po.

On a donc que, si ug > 0, alors 0 = ug — M19 > 0. Pour up < 0, on trouve a nouveau

que o = 0 si et seulement si I'équation fo(p) = u3, avec fo donné par (7.21), a lieu

et que les conditions (7.22) sont aussi vérifiées. Or fy(0) = %, fo(po) = 3 et

fo est une fonction strictement croissante. On a a distinguer a nouveau les trois cas
2 2
(1) wd < =270 . (2) 0 < 42 < ¢2; (3) u > 2 Dans le premier cas, on a

— TOmaz—T0"’ TOmaz —T0
u3 < fo(p), pour tout p < pg, et donc o(p) > 0; dans le deuxieéme on retrouve que
'équation fo(p) = u3, p < po, a une unique solution p> vérifiant (ii); finalement dans

le troisieme cas, on a fo(p) < ui et donc o(p) < 0, pour tout p €]0, pg]. Puisque ug < 0,
2
les situations (1), (2) et (3) correspondent respectivement a —4/ mﬁﬁ < uy <0,

PTGy
TOmaz —T0

—cp < up < — et & ug < —cp. On a ainsi montré que (i), (i) et (i) se
vérifient.

Dans le cas ot V est relié a V) a gauche par un 3—choc, on a

r=ho(p), w=wuo+/(b—p0)(r — ho(®)), p > po.

Pour ug > 0, on a a nouveau o = ug — M79 > 0, puisque M < 0 et, pour ug < 0, il
s’agit toujours d’étudier 'équation fo(p) = uZ et les relations (7.22), mais cette fois-ci
pour p > po. Or fo(po) = c3 et pEToofo(p) = 400, comme on a vu dans la preuve de la
proposition 7.7. Ainsi, d’une part, si u3 < ¢3, c’est-d-dire si ug > —cg, on a fo(p) > 3,
et donc, d’apres (7.22), o(p) > 0, pour tout p > pg. D’autre part, si u3 > 2, c’est-a-dire
si ug < —cp, on retrouve l'existence d’une unique solution p2 € [po, +oo[ de I"équation
fo(p) = ud qui vérifie (iv). O

On montre aussi pour le cas des 3—détentes ’analogue de la proposition 7.8.

Proposition 7.10 (Signe de la vitesse des 3—détentes).
Soit Vo = (po,uo,po) € Qv,r.. On suppose que P.2 est vérifice. Alors les propriétés
sutvantes sont valables sur la partie détente de la courbe C%’L(Vo) :

(i) Siug > —cg, alors (u+c)(p) >0, V¥V p > po;

(ii) Siug < —co, alors il existe p3., = p3.,(Vo) > po unique tel que (u+c)(p3,) =0

et
{(u +c)(p) <0, sipo <p <Pl
(u+c)(p) >0, sip>p3,.

De facon analogue, on a les propriétés suivantes sur la partie détente de la courbe
o™ (Vo) :

(111) Siug < —cg, alors (u+c)(p) <0, V p < po;
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(iv) Si —co < ug < [3°
(+ ) (Ber) = 0 et

pc, alors il existe p3.,, = p5.,(Vo) €]0,po[ unique tel que

(u+c)(p) <0, sip< P
(u+c)(p) >0, si ﬁget < p < po;

(v) Siug > [}° pc, alors (u+c¢)(p) >0, V p < po.

Démonstration.
Encore une fois, la preuve est analogue a celle de la proposition (7.12). Si V est relié a
droite a Vy par une 3—détente, alors

1

4
p = p(p,s0), U=u0+/ —
o (PC)

(@50 dq, (7.24)

avec p > pg et, si ug > —cp, alorson a u+c¢ > ug+co > 0. Si ug < —cp, on étudie cette
fois-ci la fonction

P 1
(u+c)(p) = uo+ / —(q,80) dg + ¢(p, s0), (7.25)
po PC
pour p > po. On a
1 Oc

(u+c)(p) = ) 50) + 879(1?7 s0) > 0,

comme 'on a montré dans la preuve de la proposition 7.8. De plus,
(u+¢)(po) =upg+co<0

et

lim (u+c¢)(p) = +oo,
p——+00

d’apres 'hypothese P.2. On obtient ainsi que, entre py et 400, la fonction (u + ¢)(p)
croit strictement de ug + cg < 0 & 400 et on en déduit 'existence d’un unique zéro
P € [po, +oo[ qui vérifie (ii) de la proposition.

Si V est relié a gauche a Vj par une détente, on a (7.24), avec p < pg. On a a
nouveau que, si ug+co < 0, alors u+c¢ < ug+cg < 0. Si ug > —cyp, il s’agit maintenant
d’étudier la fonction (7.25) pour p < po. Or (u+ ¢)(po) = up + co > 0 et

. Po 1
pmy(u+e)(p) = uo - /0 a0 Y

et donc, puisque (u+c)'(p) > 0, la fonction (7.25) croit strictement de ug— [3° o) (1q 57 da
a ug + cg > 0. Les deux situations suivantes sont alors possibles :

(1) ug — pomdq>0 Alors (u + ¢)(p) > 0, pour tout p < py.
—— dq < 0. Alors on déduit I'existence d’un unique point p3_, €]0, po
O q 50) det
tel que (u + c) (pdet) 0 et qui vérifie (iv). O

On obtient alors les diagrammes des pages suivantes représentant le signe de la
vitesse des ondes sur les courbes de 3—onde.
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p !
/ p
b -
/ /
/
u+c>07 /
4 /
/
/
/
/ 3
4 Diet
ut+ec<0 7/
’
/
/o __
: Po
oc<0 :
|
|
i > 1
() —cp

Cas: ug < —¢p

p
A
/
/
/
+ec>07
/
/
/
Po =~ A
I
I
'.
oc>0 "
\
e =
—cp —A ()

Cas : uop 2 —AO

Fia. 7.3 — Signe des vitesses des ondes sur la courbe C%L(Vo) des états que l'on peut
joindre a Vi a droite par une 3—onde admissible.

—— partie choc de la courbe d’onde

- - - partie détente de la courbe d’onde
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p
A )
A
>0 o >0
rrrrrrrrr P /
<0 “1 po
/\
fffffffff utec>0," |
/\ Po /7 ‘ A3
ut+ec<0 , // rrrrrrr F | et
S ute<0 7 |
' I T # > J—T—x; > 1
Uug —Cp —Cp Uo _(I)LYO(O)
Cas : up < —co Cas : —co <ug < —@p0(0) = ff* L
p
A
>0
Do F----
7 1
/o
|
u+c>0 // I
Vs |
7 |
v I
# Il | >
o —®p,0(0) “0

Fia. 7.4 — Signe des vitesses des ondes sur la courbe Cg’L(VO) des états que l’on peut
joindre a Vo a gauche par une 3—onde admissible.

—— partie choc de la courbe d’onde

- - - partie détente de la courbe d’onde
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7.3.2 Vitesse des ondes pour le systeme HRM homogene

Pour étudier le signe de la vitesse des ondes pour le systeme HRM homogene,
nous prenons en compte les résultats obtenus au paragraphe précédent. Puisque sur les
courbes d’onde associées a un état Vj on a o = ag, I’étude du signe de la vitesse des
chocs et des détentes pour le systeme HRM homogeéne peut se faire en reprenant les
résultats obtenus pour le systeme d’Euler dans le cas concret de la loi d’état définie par
p(p,€) = (v(ao) — 1)pe.

On peut alors énoncer pour le systeme HRM homogene I'analogue des propositions
7.7 et 7.8, pour les 1—ondes, et 7.9 et 7.10, pour les 4—ondes.

Le signe de la vitesse des 1—ondes

Si Vet Vo € Qy, g sont reliés par un 1—choc, on a, d’apres la proposition 7.5, o = ay,

et la vitesse du choc est donné par 0 = u — M7 = ug — M7y, ou M = ﬁ:—’j_g et

7 = bho(a;p), u=up— \/(p —po) (10 — bo(ao; p)), P> po.

Puisque
2
HoP + Po
ho(ao; p) = T0-2—,
P+ polg

les solutions de 1’équation o = 0 peuvent se calculer maintenant de facon explicite. On
peut alors énoncer un analogue de la proposition 7.7.

Proposition 7.11 (Signe de la vitesse des 1—chocs).
Soit Vo = (aw, po, uo,po) € Qy.r. Alors les propriétés suivantes sont valables sur la

partie choc de la courbe CBR(VO) :
(i) Siug < cg, alors o(p) <0, ¥ p > po;
(ii) Siug > co, on pose ps = pi(Vo) = Z—f(l — p3) —poud. Alors pl est l'unique point
p > po tel que o(pl) =0 et

o(p) >0, sipo<p<p,
o(p) <0, sip>pp.
De facon analogue, les propriétés suivantes sont valables sur la partie choc de la
courbe Cé’R(Vo) :

(117) Siug < 75;()100, alors o(p) <0, ¥V p < po;

. . — ~1 ~1 2 ~1
(iv) Si\/%=tco < uo < co, on pose P, = Do(Vo) = 22(1 — ) — popd. Alors b, est

Punique point p €]0, po| tel que U(}%i) =0 et

. ~1
a(p) >0, sip<Dp,,
~1
o(p) <0, sip, <p < Dpo;

(v) Siug > cy, alors o(p) >0, V p < po.
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Démonstration.
On reprend le contexte de la démonstration de la proposition 7.7 en considérant le cas
particulier de la loi d’état p(p,e) = (o — 1)pe. Il suffit ici de remarquer que, en vertu
de (7.17), équation
2 2 P —DPo
ug =T ————
07 019 — holao, p)
s’écrit )
P — Po)(p + pok
o bt o) _ (7.26)
7o(1 — ug) (P — po)

c’est-a-dire

T0(p + popg) = ug(1 — pg) <= mop = ug(1 — p§) — ToPOG

Soit
U% 2 2
p=—(1—pug5) — popi-
70

D’autre part, on a (cf. remarque 7.4)

N LG D,
TOmaz — 70 270

On conclut le résultat de la proposition en suivant les pas de la preuve de la proposition
7.7. O

Dans le cas d’une 1—détente joignant un état V' a Vp, on a, d’apres (7.16), que

4 1 2
——dq = c(ag, p, sg) — ¢
/po (o, p50) 1= 7 =1 (<(00:P:50) — o)

et on peut énoncer la proposition suivante dont la preuve est analogue a celle de la
proposition.

Proposition 7.12 (Signe de la vitesse des 1—détentes).
Soit Vo = (aw, po,uo,po) € Qy.r. Alors les propriétés suivantes sont valables sur la
partie détente de la courbe CBR(VO) :

(i) Siug > cg, alors (u—c)(p) >0, ¥V p < po;

(11) Si _7200_01 < wg < co, il emiste P, = Dh,(Vo) €]0,po] unique tel que

(4= ¢)(Pger) = 0 et

(u—c)(p) >0, sip <Dy
(u—rc)(p) <0, si Ta}jet < p < Ppo;

(11i) Siug < 77(2)0_01, alors (u —¢)(p) <0, V p < pp.
De facon analogue, on a les propriétés suivantes sur la partie détente de la courbe
Cl,R(V0 ):

G

(1v) Siug < co, alors (u—c)(p) <0, ¥V p > po;
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(v) Siug > co, alors il existe ﬁcllet = ﬁilet(vo) > po unique tel que (u — c) (ﬁcllet) =0

et
. ~1
(U—C)(p) >07 5t po < P < Ddets
. ~1
u—c)(p) <0, $ip> Py
Démonstration.
11 suffit de remarquer que, d’apres (7.16), on a

po ] 20
- — 0, 4, S0 dq = - .
|} eyt asso) o= 0

La preuve se conclut alors en appliquant les résultats de la proposition 7.8. O

Pour la représentation graphique des résultats des propositions précédentes, on peut
se rapporter aux figures 7.1 et 7.2, avec des adaptations évidentes.

Le signe de la vitesse des 4—ondes

Dans le cas des 4—ondes, on va énoncer sans démontrer les propositions suivantes
concernant le signe de la vitesse des ondes. Les preuves de ces propositions se font
de maniere triviale, comme pour les 1—ondes, en suivant respectivement celles des
propositions 7.9 et 7.10. On les omettra ici.

Proposition 7.13 (Signe de la vitesse des 4—chocs).
Soit Vo = (aw, po, uo,po) € Qy.r. Alors les propriétés suivantes sont valables sur la
partie choc de la courbe C%,’R(Vo) :

(i) Siug < —cg, alors o(p) <0, V p < po;

— 2
(i) Si —co < ug < —coy/% L on pose p* = p(Vy) = 2—8(1 — p3) — popd. Alors p?
est l'unique point p < po tel que o(p?) =0 et

0
Y0

o(p) <0, sip<pl
o(p) >0, sipl<p<po;

(111) Siug > —co 73%1, alors a(p) >0, V p < po;

De facon analogue, les proprictés suivantes sont valables sur la partie choc de la
courbe Cé’R(Vo) des états qui joignent Vi a gauche par un 4—choc :

2
(iv) Siug < —co, on pose pr = pi(Vp) = 2—3(1 — p3) — popd. Alors pr est l'unique
point p > po tel que o(p) =0 et

a(p) <0, sipo<p<p,
a(p) >0, sip>p;
(v) Siuy > —cop, alors o(p) >0, V p > pp.

Proposition 7.14 (Signe de la vitesse des 4—détentes).
Soit Vo = (oo, po,uo,po) € Qv,r. Alors les propriétés suivantes sont valables sur la

partie détente de la courbe Cf)’R(VO) :
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(1) Siug > —co, alors (u+c)(p) >0, ¥ p > po;
(ii) Siug < —co, alors il existe p, = ph.,(Vo) > po unique tel que (u+c)(ph,,) =0
et

(u+c)(p) >0, sip>ph,.
De facon analogue, on a les propriétés suivantes sur la partie détente de la courbe
Cé’R(VO) des états qui joignent Vi a gauche par une 4—détente :
(1i1) Siug < —cp, alors (u+c)(p) <0, V p < po;
(iv) Si —co < up < ﬁco, alors il existe pi., = p3..(Vo) €]0, po[ unique tel que
(u+0)(ply) = 0 et

{(U+C)(p) <0, sipo<p<ph,

(u+c)(p) <0, sip<pPhe
(u+c)(p) >0, si ﬁget < p < po;

(v) Siug > %co, alors (u +¢)(p) >0, V p < pp.

Encore une fois, nous renvoyons aux figures 7.3 et 7.4, avec les adaptations né-
cessaires, pour une représentation graphique des deux propositions précédentes.

7.4 Les conditions de couplage

Nous nous intéressons désormais aux conditions de couplage pour le probleme (7.1).
En conséquence de I'étude faite aux sections précédentes, nous sommes maintenant en
mesure de décrire les ensembles Oy, et O introduits a la section 7.1. Nous effectuons un
couplage par état modifié en variables Vi, = (p,u,p) et Vg = («, p,u, p) et souhaitons
décrire concretement les conditions (7.3) :

(psu,p)(07,t) € OL((p,u, p)(07,1)), ¥ ¢ >0,
(v, p,u,p) (07, 1) € Op((veq(p), p,u, p)(07, 1)), V > 0.

Pour ce faire, on va d’abord étudier en fonction de Vg € Qv 1, et de V; € Qg les
ensembles

OL(Va) ={Z1(07;V,Va) : V€ Qur} (7.27)

et
Or(Vy) = {Zr(0%;V, V) : V € Qur}, (7.28)

ou, pour V € Qyp, ZL(%;V, Vd) est la solution du probleme de Riemann pour le
systeme d’Euler, exprimée en variables V7, de donnée initiale

Vv, <0,
v (7.29)
Vg, x>0,

et, pour V € Qyp, ZR(%;VQ,V) est la solution du probleme de Riemann pour le
systeme HRM homogene, exprimée en variables Vg, de donnée initiale

V, <0
9 TS5 (7.30)
V, x>0.

On commence par étudier 'ensemble Or(Vj).
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7.4.1 L’ensemble Og(V,)

L’ensemble Og(V;) est 'ensemble des traces en ¥ = 07 des solutions de tous les
problemes de Riemann pour le systeme HRM homogene dont la donnée initiale est
égale a V,; pour x < 0.

Soit V € Qyret Z R(%; Vg, V) la solution du probleme de Riemann pour le systeme
(6.12), de donnée initiale (7.30). On suppose ici que Zg est composée de trois ondes
d’amplitude non nulle et donc que Zg est composée de quatre états constants séparés
par une 1—onde, par une double discontinuité de contact et par une 4—onde. On se
trouve alors dans 'une des quatre situations suivantes :

(1) Z R(%; Vg, V) est constitué par trois ondes de vitesse strictement positive ;

(1i) Z R(%; Vs V) est constitué par deux ondes de vitesse strictement positive et par
une onde de vitesse négative;

(13i) Z R(%; Vg, V) est constitué par une onde de vitesse strictement positive et par deux
ondes de vitesse négative ;

(iv) Zr (%, Vg, V) est constitué par trois ondes, toutes de vitesse négative. On introduit

i) t i) t
Zr(0%) =V, Zr(0")
v, 1% . vy v o *
1i1) t iv) t
| Zr(0Y Zr(0M) =V
X
Vg 4 Vy 4 g

FiGc. 7.5 — La solution ZR(%; Vg, V).

ainsi les ensembles suivants :

CB_ (V) la partie de la courbe de 1—onde CBL(VQ) correspondant & des ondes de vitesse
négative, c’est-a-dire I’ensemble des états V' € Qy g que I'on peut relier a V; a droite
par une 1—onde de vitesse négative;

S, (Vy) 'ensemble des états V' € Qy,r que 'on peut relier a V; a droite par une 1—onde
suivie d’une discontinuité de contact de vitesse négative;
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V (V) Pensemble des états V' € Qg que I'on peut relier a V; a droite par une 1—onde
suivie d’une discontinuité de contact et d'une 3—onde, toutes de vitesses négatives.
Contrairement aux notations utilisées jusqu’a présent, nous avons choisi d’omettre dans
les ensembles ci-dessus les indices R en référence au systeme HRM, pour ne pas sur-
charger le texte.

On vérifie alors que, dans la situation (7), Zr(0%;V,, V) = V,. Dans la situation
(i1), Vétat Zg(0";V,, V) est relié a droite & Vj par une 1—onde de vitesse négative
et appartient donc a l’ensemble C}J’f(Vq). Dans la situation (iii), Zr(07;V,, V) est
relié¢ a droite a V, par une 1—onde suivie d'une discontinuité de contact de vitesses
négatives. Il appartient alors & '’ensemble S, (Vj). Finalement, dans la situation (iv),
Zr(0T;V,, V) est Iétat V, qui est relié a V, a droite par une 1—onde suivie d’une
discontinuité de contact et d’'une 3—onde de vitesses négatives et qui appartient donc
a l'ensemble V (V).

On a ainsi, d’une part,

Or(Vy) C {Vy} UCH™ (Vy) USH(Vy) UVL(Vy).

En effet, si V € Og(Vj), alors V = Zr(0";V,, V), pour un certain V € Qy . Si Zg
est composé de 3 ondes d’amplitude non nulle, une des quatre situations (7)-(iv) ci-
dessus est vérifiée, et I'inclusion est alors évidente, d’apres les considérations faites plus
haut. Si Zi n’est composé que de deux, une ou aucune onde d’amplitude non nulle,
on remarque que Zg peut étre vu comme étant constitué de trois ondes ou les ondes
supplémentaires correspondent a des ondes d’amplitude nulle reliant le méme état. Or
étant donné un état V' € (dy g quelconque, I'ensemble des états que I'on peut relier a
V' par une certain type d’onde inclut le propre état V' et on peut englober ce cas dans
le précédent.
Il est d’autre part évident que

{(Va} uCs™ (V) USH (V) UVp(Vy) € Or(Vy),

car, d’'un coté, V, peut étre vu comme la trace en 0" de la solution du probléme de
Riemann de donnée initiale V, pour le systeme HRM homogene et, d'un autre coté, si
V € Qy g appartient a un des trois ensembles Cgf(Vg), S5 (Vy) ou V5 (Vy), alors V
est bien la trace en 07 de la solution du probléme de Riemann pour le systéme HRM
homogene, de donnée initiale

Vg, <0

V, z>0.
Cette solution est composée d’une, de deux ou de trois ondes de vitesse négative selon

que V appartient respectivement & Cll)’_(V;,), Sp(Vy) ou Vi (V). 1l est alors clair que
I'on peut caractériser 'ensemble Og(Vy) de la facon suivante :

Théoréme 7.1.
Soit Vy € Qy . Alors
Or(Vy) = {Vy} UCH™ (Vy) USE(Vy) UV (V).

On est alors amené & décrire les ensembles CB_(VQ), Sp(Vy) et V5 (V) du théoreme
précédent. Pour ce faire, nous allons prendre en compte les résultats obtenus a la section
7.3 sur le signe de la vitesse des ondes.
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L’ensemble CB_ (Vy)

On commence par décrire I’ensemble CB_(VQ). Il s’agit de décrire tous les états que
I'on peut relier a V; a droite soit par un 1—choc se propageant a une vitesse négative
soit par une 1—détente dont le bord de droite se déplace a une vitesse négative. Le signe
de la vitesse de ce type d’ondes est décrit respectivement par les propositions 7.11 et
7.12 (cf. aussi la figure 7.1, en remplagant p., pcllet et @, o respectivement par Pe, ﬁcllet
et ®p o). La proposition suivante est alors une conséquence immédiate de ces résultats,
en faisant V; jouer le role de V.

Proposition 7.15.
Soit Vy € Qy r. L’ensemble CB_(VQ) est décrit par :

1. Siug < ®pgy(0) = — [ m, tout tout l’ensemble Cllj’R(Vg);

2. St PR 4(0) < ug < cg, les états V(p) € C})’R(Vg) tels que p > Dy, (Vy);
3. Siug > cq, les états V(p) € Cll)’R(Vg) tels que p > DL(V,).

On pose
Dg 1
0, U < = Jo” Gotagase)
1 1 _
Pmin = pmm(%) = péet(‘/tq% - ()pg i < ug < Cg?

ﬁé(vg)v Ug 2> Cq-

On conclut alors de la proposition précédente que ’ensemble CB_(VQ) correspond aux
états (o, p,u,p) € Qv g tels que o = ag, u = ug—Pr4y(p), p = Yrqy(p) etp > pL (V).

L’ensemble S, (V)

Nous caractérisons ensuite I'ensemble S, (V). Il s’agit de caractériser I’ensemble des
états qui peuvent étre reliés a V;; a droite par une 1—onde suivie d’'une discontinuité
de contact de vitesse négative. Si V' € S, (Vy), V est alors relié a droite a un état
intermédiaire V* par une discontinuité de contact de vitesse négative, qui est a son tour
relié a V, a droite par une 1—onde de vitesse négative. Autrement dit V* appartient
a l'ensemble Cll)’_(‘/;]) décrit dans la proposition précédente. Comme la vitesse de la
discontinuité de contact entre V et V*, donnée par 0 = u = u*, est négative, V* décrit
par conséquent la partie de CB_(VQ) correspondant aux valeurs de v < 0. On conclut
alors que I’ensemble S, (V) est décrit par

Sp(Vy) =1{V = (a,p,u,p) € Qv : V€ DEIRWV*), V* e (V,), u<0}.
D’apres la proposition 7.4, on peut caractériser cet ensemble comme suit :

Proposition 7.16.
Soit Vy € Qu r. Alors l'ensemble S;,(Vy) est donné par

Sp(Vy) = {(a, p,u,p) : (u,p) € PB_(Vg), u<0, a€l0,1], p>0}
= {(a,p,u,p) cu=uy— Prgy(p), prim-n(Vg), u<0, a€l0,1], p>0}.
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Remarque 7.6.

L’ensemble S;,(Vy) décrit, dans l'hyperespace (o, p,u, p) une hypersurface dont la pro-
jection dans ’espace (p,u,p) est la surface paralléle a laze p, dont la base dans le plan
(u,p) est la partie de la courbe P}i_(‘/g) correspondant aux valeurs de u < 0.

L’ensemble Vj, (V)

Nous nous intéressons désormais & I’ensemble V,(Vy). Si V € V,5(Vy), V est cette
fois-ci relié a droite par une 4—onde de vitesse négative a un état intermédiaire V*, qui
est a son tour relié a droite par une discontinuité de contact de vitesse négative a un
état V™", qui est finalement relié a droite a V;, par une 1—onde de vitesse négative.

xT

Autrement dit, I'état V* appartient a 'ensemble Sj,(V;) décrit par la proposition
précédente et les valeurs possibles pour V' sont alors tous les états que ’on peut relier
a droite a un tel état V* par une 4—onde de vitesse négative. En notant C%)’_(V*) la
courbe de tous ces états, on conclut que V, (V) n’est autre que I'ensemble

Vo (Vy) = {(a, p,u,p) € Qg : V €Cp™(V¥), V*eSp(Vy)}

Notre but est de donner une caractérisation de cet ensemble a I'aide de contraintes
explicites sur ses composantes. Dl a la complexité de ’analyse, nous allons démontrer
une série de lemmes avant d’obtenir le résultat final. Nous commencons par décrire
I’ensemble des états V' que 'on peut relier & droite & un état V* fixé par une 4—onde de
vitesse négative. Cet ensemble décrit une courbe dans 'hyperespace qui est une partie
de la courbe de 4—onde CgR(V*). Nous étudions ensuite I’ensemble engendré par cette
courbe lorsque V* varie dans Sp, (V).

Soit alors V* = (a*, p*,u*,p*) dans 'ensemble S, (V). D’apres les propositions
7.13 et 7.14 (cf. aussi la figure 7.3, en remplacant p?, pzet et 4/ TOLTS_TO respectivement

max

par pi, pflet et c*y/ %_*1), en faisant V* jouer le role de Vj, la courbe Cg_(Vg) peut se

caractériser comme suit :

Lemme 7.5.
Soit V* € Qy.g. L’ensemble C%;_(V*) est décrit par :

1. Siu* < —c*, les états V(p) € C%R(V*) tels que 0 < p < pﬁet(V*);

2. 81 —c* <u* < —c* %:1, les états V (p) € CéR(V*) tels que 0 < p < pA(V*).
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St u* > —c*\/'gwll, il n’est pas possible de relier un état V a droite a V* par une

4—onde de vitesse négative.

La démonstration est conséquence immédiate des propositions 7.13 et 7.14.

On remarque que, dans 1. du lemme précédent, la partie admissible de la courbe
C%R(V*) se compose de toute sa branche choc, correspondant aux états V = V(p) tels
que p < p*, et d’une partie de sa branche détente, correspondant aux états V = V(p)
tels que p* < p < pi,(V*). Dans 2., la partie admissible de la courbe correspond uni-

N . . * __
quement a une partie de la branche choc. D’autre part, si u* > —c* 727*1, I’ensemble

Cg_(V*) est un ensemble vide.
On note u = u* — ¥g.(p) I'équation de la projection de la courbe de 4—onde

C5T(V*) dans le plan (u,p). Si Von définit

4 4 * -
Prmaz = Prmax(V") = oy
max max pﬁ(V*), —c* < u* S —c* ’727—*17

on conclut de la proposition précédente et de la caractérisation des courbes de 4—onde
pour le systeme HRM donnée par les propositions 7.5 et 7.6, que la projection dans le
plan (u, p) de 'ensemble Cé’* (V*) est décrite par I'équation u = u* —V¥pr.(p), 0 <p <

Paet(V*), w" < =,

=1
2vy*

Pour décrire I'ensemble V,(V;), il faut maintenant étudier I’ensemble engendré par
la courbe Cg_(V*), lorsque V* varie dans Sp, (V). D’apres le lemme précédent, si V' est
relié & V* a droite par une 4—onde de vitesse négative, u* doit vérifier nécessairement

ut < —c*y/ 72;1. Or, u* étant négatif, on vérifie que

W< e j L SN b et
- 27* - ,0* 2,7/*

pi L (V*), pour u* < —c*

(A% 1
2p*
=p 2 Tou? = Pin (7 0", D)

et donc p* n’est plus arbitraire : pour chaque u*, p* est seulement autorisé a prendre
des valeurs supérieures ou égales a p}, . (o, u*,p*). On a encore

*o % * %

U*S—C* U*S_ ’Yf U*QZ’Yf
V »p

*

p
Y'p
U*2 .

— p" >

Nous allons décrire ’ensemble engendré par la courbe C%,’_(V*), lorsque V* varie
dans 'ensemble S;,(Vy), en trois étapes. D’abord nous étudions, a (a*,u*,p*) fixé,
I’ensemble engendré dans I'hyperespace par la courbe Cg_(V*), lorsque p* varie entre
prm(@®, u*, p*) et +00. Puis nous décrivons I'hypersurface engendrée par cet ensemble
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lorsque (u*, p*) parcourt la partie admissible de la courbe PB_ (Vg), c’est-a-dire la partie
correspondant aux valeurs de v < 0. Finalement nous décrivons I’hypervolume engendré
par cette hypersurface lorsque o* varie entre 0 et 1.

Nous commencons par caractériser ’ensemble engendré par la courbe Cg_(V*),
lorsque p* varie entre p . (o*,u*,p*) et +00. On pose, pour (a*,u*,p*) fixé,

2 *
= u"p*h*(a; p)

he(a®,u*,p*;p) = u u'p
p + pip*
et .
(7" 1)1)7277*1
V=
hd(a*7u*7p*;p) = u* ~y*—1 ~*—1 "

(v + )p =™ —2p* 377

Nous allons montrer le lemme suivant :

Lemme 7.6.
Soit (o*,u*,p*) fizé. Alors, lorsque p* parcourt Uintervalle [p},,, (a*,u*,p*), +o0], la
courbe C;‘Sf(V*) décrit l’ensemble de Uhyperespace défini par o = o™ et par la surface

p = p(u,p;a”,u*, p*)

1— 2 *_ )2
(u_,lit**)2 giﬂfz)p, hc(a*7U*7p*;p) SUSU*7 0<p§p*7
= s B B (7.31)
4~* L* p 2~% —p* 2~
('y*’ll)2 p ( (u—u*)2 ) , ur<u< hd(a*7U*7p*;p)7 p=>p-.
Démonstration.
La preuve est technique. Pour ne pas alourdir le texte, nous proposons la démonstration
de ce lemme en annexe A.l. O

On passe maintenant a la description du volume engendré dans ’hyperplan o = o*
par les surfaces (7.31), lorsque, a o* fixé, (u*, p*) décrit la partie de la courbe ng(Vg)
correspondant aux valeurs de u < 0, c’est-a-dire la partie de la courbe

\/(p* —pg)(7g — bglag;p*)), p* = pg,

u* =ug — Ppy(p*) =uy — o ) (7.32)

I S * %
Pg (pc)(aqu*vsg) dq p Spg,

correspondant & ux < 0, p* > pl . (V,). Pour o* fixé, et lorsque (u*,p*) varie, (7.31)
définit une famille & un parametre de surfaces, avec pour parametre u* (ou p*). La
projection de ces surfaces dans le plan (u,p) correspond & la région, que 'on va noter
D(a*,u*, p*), comprise entre la demi-droite u = u*, p > 0, et la courbe

* H2p+p* *
U p-Hl&p* 9 0 < p S p I
u* Gl ,Y*_)? ~AF—1 p 2 p*

(v*+1)p 277 —2p* 27

(cf. figure A.2 dans 'annexe A.1). Il est clair que (7.33) définit également une famille
de courbes paramétrés par u* (ou par p*).
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Pour décrire le volume cherché, nous analysons d’abord I’ensemble engendré dans le
plan (u,p) par le domaine D(a*,u*,p*), lorsque (u*,p*) parcourt la partie admissible
de la courbe PB_(VQ). Cet ensemble correspond & la projection dans le plan (u,p) du
volume cherché. Nous caractérisons ensuite ce volume, en analysant la variation des
surfaces (7.31), lorsque (u*,p*) varie. On obtiendra ainsi une hypersurface, correspon-
dant & ce volume contenu dans ’hyperplan o = o*. Le résultat que ’on va établir est
le suivant :

Lemme 7.7.

Soit o € [0,1] fixé. Alors, lorsque (u*,p*) parcourt la partie de la courbe PB_(Vg)
correspondant aux valeurs de uw < 0, la surface p(u,p;a*,u*,p*) donnée par le lemme
7.6 décrit un volume de l’hyperplan o = o™ défini par

u2p+p*
T — ®p4(p)
Sy = WA WS e T PR (P,
p>pla*;u,p) =4 "
7u2p) u > Ug - QR,g(p)u

ot p* = p*(u,p) est donné par

*

u' =ug — Prgy(p), u=u"

et (u,p) appartient au quart de plan

U < Umaz;, p >0,

avec
2 2 . 2
o (Ug + ch), st ug < ~5,—1%>
Umax = )
0, Sl ug > —5-=7¢q.
Démonstration.
La preuve de ce lemme est a nouveau technique et encore une fois nous la proposons
en annexe A.2. O

On conclut ainsi du lemme précédent que, a o* fixé, lorsque (u*,p*) varie dans la
partie admissible de la courbe PE_(Vg), I'ensemble

a=a", p=plu,pa*,u,p)

donné par le lemme 7.6 engendre une hypersurface définie par

a=a", p>pla’;u,p). (7.34)
Maintenant, lorsque o* varie, (7.34) définit une famille & un parametre d’hypersurfaces.
Pour caractériser 'ensemble V; (Vy), il suffit alors de faire varier o* dans l'intervalle
[0,1] et de décrire 'hypervolume engendré par cette famille d’hypersurfaces.

Proposition 7.17.

Lorsque o warie dans lintervalle [0,1], l'hypersurface donnée par le lemme 7.7 se
déplace de maniére monotone dans ’hyperespace, dans le sens des valeurs de p crois-
santes, engendrant ainsi un hypervolume qui correspond a l'ensemble Vi, (Vy).
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Démonstration.

La surface .

7P
02

Pdet (™5 u,p) =

croit clairement avec v*. Puisque

ov* 0 N .
aZ* = (me + 72l —a*)) = (11 —12) >0,

(on a supposé 1 > ¥2), Paet croit aussi avec a*. Nous analysons ensuite comment varie

la surface 9
pip +p*

u?(1 — p3)

en fonction de o*, ou, ce qui est suffisant, en fonction de p2, vu que

Pen (05 u, p) =

8,u§_ 0 (’y*—l) 2

= = > 0,
oy* Oy \y*+1 (v +1)2

2
et donc aussi ga:ﬁ > 0. Or, d'un c6té, comme u* = uy — P 4(p*), on a

ou* ;e O
67% = - R,g(pi)aiug7

*

ou @ (p*) > 0. D'un autre coté,

G+ P .
U=u o T L = s
p+ uzp* (2p + p*
et donc
* 28£ 2 * Bp;‘ 2, %
ou Pt migm ) (wip+pT) — (p+ 5z ) (0 + wp’)
=u
oz (H3p + p*)?
) op”
P =P+ (2 = 1) + Upgz
=u 2 2 ;
(Hp +p*)

de sorte que
% 8 -
N p*? = p? + (uf = (i + Dpgs
— p — = U " .
= o2 (12p +p*)?

On en déduit
op*
op?

Comme @}%’g >0, u<0etp*<p*, on obtient

op*
— > 0.
op?

(120 + ) (= P gp") = up(p? = 1) +1)) = u(@” ~ p?).
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Il reste seulement & étudier la variation par rapport & p2 de pepn(a*;u, p). Or

8 *
Opun (p+ o )(U2(1 — 1)) +u?(pip + pY)

oz ut(1l — p2)?

> 0.

On en déduit que la surface p.;(a*;u,p) croit avec p? et donc avec a* et on conclut
alors le résultat de la proposition. O

7.4.2 L’ensemble O (V;)

On s’intéresse désormais a ensemble Of,(Vy), qui est défini par (7.27) :

OL(Va) ={ZL(07;V, V) : V € Qyr}

Cet ensemble est I'ensembles des traces en 7 = 07 des solutions de tous les problemes

de Riemann pour le systeme d’Euler dont la donnée initiale est égale a V; pour = > 0.
Une telle solution est composée de quatre états constants séparés par une 1—onde, par
une discontinuité de contact et par une 3—onde (une ou plus de ces ondes pouvant
éventuellement étre d’amplitude nulle).

On introduit ici des notations analogues a celles utilisées au paragraphe précédent.
On pose
Cé’Jr(Vd) la partie de la courbe de 3—onde CéL(Vd) correspondant a des ondes de vitesse
positive, c’est-a-dire I’ensemble des états V' € Qy 1 que I'on peut relier a V; a gauche
par une 3—onde de vitesse positive;
S&L(Vd) I'ensemble des états V' € Qy, que 'on peut relier & Vg & gauche par une dis-
continuité de contact suivie d'une 3—onde de vitesse positive ;
Vaf (Va) Pensemble des états V' € Qy 1, que I'on peut relier & gauche a V; par une 1—onde
suivie d'une discontinuité de contact et d’'une 3—onde, toutes de vitesses positives.
Alors, en raisonnant comme l'on a fait pour I’ensemble Og(V;), on conclut que I'en-
semble Or (V;) admet la caractérisation suivante :

Théoréme 7.2.
Soit Vg € V. Alors

Or(Vyg) = {Vd} U Cg+(Vd) U SE(Vd) U Vé_(Vd).

Il s’agit maintenant de décrire les ensembles Cé’Jr (Va), S& (V) et V5 (V) du théoreme
précédent. Pour cela, nous nous servirons a nouveau de I’étude faite sur le signe de la

vitesse des ondes intervenant en dynamique des gaz. L’analyse est la méme que pour
le systeme HRM.

L’ensemble Cg’+ (V)

L’ensemble Cé’Jr(Vd) est ’ensemble des états que I'on peut relier a gauche a Vy; par
une 3—onde admissible pour le systeme d’Euler de vitesse positive. Les propositions 7.9
et 7.10 (cf. aussi la figure 7.4) permettent de conclure le résultat suivant :

Proposition 7.18.
Soit Vg € Qv 1. L’ensemble Cé’+(Vd) est décrit par :
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1. Siug < —cq, les états V(p) € CB’L(Vd) tels que p > p2(Va);
2. Si—cqg <ug < —Prq(0) = [ pl les états V(p) € C?;’L(Vd) tels que p > p3_,(Va);
3. Siug > —Pr,q(0), tout | ensemble Cé’L(Vd).

Si on pose
ﬁg(vd)v ug < —cq,
3 3 ~
Pmin = pmin(vd> = pget(vd)’ —cqg < ug < f pcv
0’ ug > > fpd 1

alors on conclut de la proposition précédente et de la caractérisation de C%L(Vd)
donnée par les propositions 7.2 et 7.3 que I'ensemble Cé’Jr(Vd) correspond aux états
(p,u,p) € Qv tels que u =ug+ P14(p), p=¢rap) et p=>pd.. (Va).

L’ensemble S (V)

L’ensemble Sg (V) est maintenant I’ensemble des états qui peuvent étre reliés a Vy
a gauche par une discontinuité de contact suivie d'une 3—onde de vitesse positive, donc
I’ensemble des états qui peuvent étre reliés a gauche par une discontinuité de contact
de vitesse positive a un état intermédiaire V*, qui, a son tour, peut se relier a gauche
a Vy par une 3—onde de vitesse positive. Cet état intermédiaire V* appartient donc a
I’ensemble Cg’Jr(Vd) décrit ci-dessus et, comme la vitesse de la discontinuité de contact
entre V et V* est positive, V* décrit la partie de Cgfr(Vd) correspondant aux valeurs
de u > 0. L’ensemble S/, (V) est ainsi caractérisé par :

SE(Va) ={V = (pu,p) : Ve DL(V*), v*ecdt(Va)}).
D’apres la proposition 7.1, cet ensemble peut se caractériser par

Proposition 7.19.
Soit Vg € Qv 1. Alors l’ensemble S&r(Vd) est donné par

Sg(Vd) = {(p, u,p) : (u,p) € 772;+(Vd), u>0, p> O}
= {(pu,p) : u=ug+Pra(p), p=phin(Va), u>0, p>0}.

L’ensemble V/, (V)

L’ensemble V(J;r (V) décrit tous les états qui peuvent étre reliés a V; a gauche par une
1—onde suivie d’une discontinuité de contact suivie d’une 3—onde, toutes de vitesses
positives. Si V' € V[ (Vy), alors V est relié a gauche a un état intermédiaire V* par une
1—onde de vitesse positive, qui est a son tour relié & gauche a V; par une discontinuité
de contact suivie d’une 3—onde de vitesses positives, de sorte que V* appartient a
I’ensemble Sg (V) décrit a la proposition précédente.

En notant Céﬁ(V*) I’ensemble des états que I'on peut relier a gauche a V* par une
1—onde de vitesse positive, I’ensemble VZQ (V) correspond a l’ensemble engendré par la
courbe C1’+(V*) lorsque V* varie dans SZ (Vy) :

VE(Va) ={V = (pu,p) € Qup : VeCsT(V"), V' eSL(Va)}.
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Or, d’une part, on conclut immédiatement des propositions 7.7 et 7.8 (cf. aussi la figure
7.2) que I'ensemble Cé’Jr(V*) est décrit par les états V = (p,u,p) tels que

u=u"+VL.(p), p=1r.p),

avec
A1 * p*T*2 % %
1 kY pc(v )7 P e <u <c s
p < pmax(v ) - 1 . ma“*
DPget> ut > c ;
*r*2 . . * k2
pour u* > 4/ L"— (et est ensemble vide si u* < {/=L"—). D’autre part, vue la
Tmaz T Tmaz T

caractérisation de ’ensemble Sg (V) donnée par la proposition précédente, on conclut
alors que

VEWVy) ={V =(p,u,p) € Qvr : u=u*+ V1 .(p), p=1r(D); P < Praz(V),
ut = Uuq + q)L,d<p*)7p > p?nzn(vd)7u>k > 0}

On remarque dans le lemme suivant une propriété importante de cet ensemble.

Lemme 7.8.
SOZt Vd € QV,L' On a
VE(Va) € {(p,u,p) : u>0}.

Démonstration.

L’ensemble V/,(Vy) est constitué des états V(p) € Cé’+(V*) tels que p < pt (V*) et
donc tels que u > ul . (V*), puisque la courbe Pé’Jr(V*) définit v comme une fonction
décroissante de p, u = u* + U .(p) (cf. figure 7.2). Or si pl,.,(V*) = pL(V*), on a
pL(V*) < p*, donc 4} (V*) > u*. Comme u* > 0, on obtient al(V*) > 0. Si pl,..(V*) =
Pl (V*), on a, par définition de pl_,(V*), 4k, (V*) = él.,(V*) > 0. On obtient ainsi,
dans les deux cas, up,,,(V*) > 0 et donc, pour V € V[, (Vy),onau > u} ., (V*) > 0. O

max

Comme I'analyse dans le cas générale est trés complexe, nous allons donner une des-
cription géométrique de ensemble V! (Vy), comme l'on a fait pour I'ensemble V, (Vy),
uniquement dans le cas d’une loi d’état du type gaz parfait, c’est-a-dire dans le cas ou
la pression p est définie par (6.3). Dans ce cas, l’analyse est encore une fois analogue
a celle faite pour 'ensemble V,(V;) et on obtient, en suivant les mémes lignes de la
preuve dans ce cas, la caractérisation pour I’ensemble Véf (V) donnée par la proposition
suivante :

Proposition 7.20.
L’ensemble V(J;F(Vd) correspond au volume de l'espace situé au dessus de la surface

12p+p
PO ®ra(p)
_ B 20—1%) u > uqg+ Prq(p),
p>plu,p)=1"
Z%, u<uqg+ Pralp),
avec p = p(u,p) défini par
12p+p

u=uq+ P , U=UuU——7p—,
u=uq+ ®rq4(p) Py
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ot (u,p) appartient au quart de plan
U 2 Umin, P >0,
avec

2

: 2
0, siug < S=1Cd>
Umin = 2 .
po\ud = 5=g¢Cd ), S uq = 577 Ca-

7.4.3 Les contraintes de couplage

Nous sommes maintenant en mesure de décrire les conditions de couplage (7.3)

(psu,p)(07,t) € OL((p,u,p)(07,1)),
(o, p,u,p)(07,t) € Op((eq(p), psu, p)(07, 1)), V> 0.

Soit t > 0. On pose Vg = (a, p,u,p)(07, 1), (p,

Vi = (pd, ua, pa), de sorte que (g, Vy) = @L(V)
Les contraintes de couplage s’écrivent alors

u,
(Vg = @f(vd).

Vg € OL(Vd)7 Vd € OR((O&g, V. ))7

soit, d’apres la caractérisation des ensembles Of et O que 'on a faite au paragraphe
précédent, o o o B
V, e (Vb uCET (Vo) USE(Va) UVE (V) (7.35)

et
Va € {(O‘gvvg)} U Cgi((amvg)) U SB((ag, Vc})) uvp ((ag,Vg)). (7.36)

La caractérisation que 'on a fait des ensembles intervenant dans les conditions
(7.35) et (7.36) permet de montrer le résultat suivant :

Théoreme 7.3.

Les contraintes de couplage (7.3) sont satisfaites si et seulement si l'une des conditions
susvantes est vérifiée

(i) Vg =V et ag = ag;

(ii) Vg :Vd, Ug = Uq < 0;

(7’7’7’) Ug = Ud = 07 Dbg = Pd;

(v) ug = ug + ®r,a(pg), pg=¢rL.dDg): Pg = P2 (Va) et Vi€ Vp((ag, Vy));
(v) ug = ug+ ®ra(pg), g = p?nin(v ), ug >0 et Vg €V, ((ag, Vy)):

(Vi) ug = ug — Prg(pa), pa= Prg(Pa)s Pa > Phin((ag,Vy)) et Vg € VL (Vy);
(vit) ug = ug — Prg(pa), pa = pmzn( g, Vg) )’ ug <0 et Vg € VG(Vd)

(viii) Vg € V& (V) et Vg € Vi ((ag, Vy)).

Démonstration.

On traite d’abord la condition suffisante. Si I'une des conditions (4)-(viii) est vérifiée,
les conditions (7.35) et (7.36) sont elles aussi vérifiées :

La condition triviale (i) correspond au cas d’une solution du probléme couplé continue
a linterface. Elle implique V, = V4 et (o, V) = Vg

La condition (7i), qui correspond au cas d’une discontinuité de contact avec « arbitraire
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a l'interface, implique Vy € Sp ((ag, Vg)), puisque, par définition de cet ensemble, pour
tout a € [0,1], on a (o, Vy) € SB((ozg, Vg)) = SB((ozg,Vd)), pourvu que ug = ug < 0.

La condition (%), qui correspond au cas d’une discontinuité de contact avec a et p ar-
bitraires a I'interface, implique, par définition des ensembles SB((ag, Vg)) et SZ; Va),
que Vy € S&(Va) et Vg € Sp((ag, Vy)).

Les conditions (iv) et (v) impliquent respectivement, par définition des ensembles
CeT(Va) et SE(Va),

Vo €Ct(Va), Vae Vp((ag.Vy))
et
Vy € 85 (Va), (aa, Va) € Vi ((ag, V).

De maniere analogue, les conditions (vi) et (vii) impliquent respectivement, par définition
des ensembles Cgf((ozg, Vy)) et Sp((ag, Vy)),

Vy €VEVa), VaeCp ((ag, V)
et
Vy € VE(Va), Va € Sp((ag, V).

Finalement la condition (viii) implique clairement les contraintes de couplage (7.35) et

(7.36).
Pour prouver la condition nécessaire, on étudie les conditions (7.35) et (7.36).
La premiere possibilité correspond a V, = Vg et Vg € (’)R((ag,Vg)), c’est-a-dire

(Pg,ug;pg) = (pd’udupd) et
Va e {(0‘97 V;?)} UCB_((O‘!J’V!/)) USZ_)((O@?VQ)) UVp ((ag, Via))

Dans cette situation, a part le cas trivial Vy = (g, Vj), qui entraine la condition (i), on a
a distinguer les deux situations V; € Cll)’_ ((ag, Vy)) et Vg € Sp (g, Vy)) UV5 (g, V).
Dans le premier cas on a g = g, par définition de I'ensemble CB_ ((ag, Vg)) . On obtient
ainsi la condition triviale (7). Si le deuxieme cas se vérifie, alors, puisque les ensembles
S[_)((ozg, Vg)) et Vp ((ag, Vg)) sont inclus dans I’ensemble {(a, p,u,p) ERY 1 u < 0}, on
a obligatoirement uy = ug < 0. Dans ce cas g est arbitraire et on obtient la condition
(11).

La deuxieéme possibilité correspond a V, € cé:*(vd) et Vi € Op(ay, V). A part le
cas trivial Vz = (ay, V), on se trouve alors dans 1'une des trois situations suivantes :
(1) Vg € Cllgf ((cg, Vy)). Dans ce cas on a d’une part (ug, pg) € 732;’+(Vd) et (ug,pda) €
7711)’_(049, Vy), c’est-a dire

Ug = Ug + (I)L,d(pg)a Pg = (z)L,d(pg)a
ug = ug — PR g(pa), pa= drg(Pa)-

Or les propriétés des fonctions ®; et ®p énoncées au lemme 7.3 impliquent que les
projections des courbes d’onde dans le plan (u,p) s’intersectent en un seul point, d’ott
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I'on conclut (ug, pg) = (ud,pq). On a alors pg = ¢r ¢(pa) = dr.4(Pg) = pg, par définition
de la fonction ¢p 4. D’autre part, on a a nouveau oy = ay, par définition de I’ensemble
C}J’f(ag, Vy), et on obtient ainsi encore une fois la condition triviale (7).
(2) Va € Sp((ag, Vy)). Dans ce cas, ag est arbitraire et on a obligatoirement ug < 0,
par définition de I'ensemble S;,((ag, Vy)). On a de plus (ug, pa) = (ug,pg) puisque &
nouveau les deux points appartiennent a l'intersection des deux courbes 7711)’_(049, Vy)
et Pg’Jr(Vd). En faisant le méme raisonnement que dans le cas précédent, on conclut
aussi que pg = pg. On obtient ainsi cette fois & nouveau la condition ().
(3) Va € Vp((ag,Vy)). Par définition de 'ensemble Cé+(vd), ce cas correspond a la
condition (iv).

La troisiéme possibilité correspond &V, € S (V) et Vi € Or((ag, Vy)). A nouveau,
a part le cas trivial Vy = (ag, Vy), les trois situations précédents (1), (2) et (3) sont
possibles. Le cas (1) est encore analogue a celui ci-dessus et implique la condition (7).
Le cas (2) correspond & Vy € Sp((ag, Vy)). Or

Sp((ag,Vy)) € {(e, p,u,p) € R* 1 u <0},
tandis que B
SE(Va) C{(p,u.p) €R : u >0},
Ainsi,

— u, = uy = 0.
Vy € S5 ((ag, Vy)) 9=

On obtient alors p, = pg, tandis que pg, pq et og sont arbitraires, ce qui implique la
condition (7ii).
Finalement le cas (3) correspond cette fois a la condition (v).

La derniere possibilité correspond a V; € Vér(vd) et Vy € (’)R((ag,Vg)). Cette
condition implique (vi) ou (vii) selon que V € Cll)’_ ((ag, Vy)) ou que Vg € S5 ((ag, Vy)),
par définition de ces ensembles, ou la condition non triviale (viii). O

{Vg € SH(Va),

Remarque 7.7.

La condition « symétrique » a la condition (i), Vg = Va, ug = ug > 0, n'est possible
que si ag = aq. En effet, si ag # g, cette condition serait possible si et seulement
si Vg appartenait a lensemble Sp, ((ag, Vg)) uVp ((ag, Vg)), puisque la condition Vg €

Cgf((ozg, Vg)) entraine, par définition de ce dernier ensemble, ag = ag. Or
S5((ag: V) UV (09, Vy)) € {(cspu,p) € RY : u < 0}

et on en déduit que la condition Vy = Vg, ug = ug > 0, n’est pas possible si ag # ayg.
Ce fait est naturel a cause de la dissymétrie entre les systémes de gauche et de droite
que l’on couple.

7.5 Le probleme de Riemann couplé dans la classe des
fonctions continues a I’interface

Le probleme de Riemann couplé est le probleme de Cauchy pour le systeme couplé
(7.1), de donnée initiale V(x,0) = Vp(x), on
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Vb(l’) _ Vg = (pgvugapg)v T < 07 (737)
Vi = (o, pd, ud, pa), = >0,

avec V, € Q. et Vg € Qug.

L’objectif de cette section est I’étude de ce probleme dans le cas particulier des
solutions continues en = 0. Comme pour un systeme général de lois de conservation,
on s’attend que la structure de la donnée initiale se propage de fagon auto-semblable et
nous chercherons donc des solutions du probleme (7.1), de donnée initiale (7.37), auto-
semblables, dans la classe des fonctions composées d’états constants séparées d’ondes
simples et qui soient, dans ’ensemble des = < 0, la restriction d’une solution d’un
probleme de Riemann pour le systeme d’Euler et, dans I'’ensemble des = > 0, la res-
triction d’une solution d’un probléme de Riemann pour le systeme HRM. Autrement
dit, on cherche des solutions composées de L—états (c’est-a-dire, états admissibles pour
le systeme d’Euler) séparés de L—ondes (c’est-a-dire, chocs, détentes et discontinuités
de contact admissibles pour le systéme d’Euler) de vitesse négative, et de R—états
(états admissibles pour le systeme HRM) séparés de R—ondes (ondes admissibles pour
le systeme HRM) de vitesse positive. Nous n’autorisons pas de discontinuités station-
naires en x = 0, puisque nous allons nous restreindre au cas particulier des solutions
continues et a I’équilibre a 'interface, c’est-a-dire, aux solutions

z z 0
v=v(Z)= (p’“’p)(t)’x 0= (7.38)
t (a7p7uap)(?)a T > O)
vérifiant
(a’pauap)(0+7t) = (aeq(p)apvu)p)(o_at)7 Vit>0. (739)

On remarque le fait, d’ailleurs évident, qu’une telle solution vérifie les conditions
de couplage (7.3). En effet, puisque (p,u,p)(07,t) = (p,u,p)(07,¢), on a évidemment
(p,u,p)(07,t) € (’)L((p,u,p)(0+,t)), pour tout ¢t > 0, et, de la méme maniere, ’égalité
(7.39) entraine (e, p,u,p)(07,t) € Or((aeq(p), p,u,p)(07,t)), pour tout ¢ > 0.

Remarque 7.8.

Puisque une telle solution vérifie p(0",t) = p(07,t) et a(0",t) = aeq(p(07, 1)),V t > 0,
on a a(0%,t) = aeq(p(07,t)). Il s’agit alors d’une solution dont ses valeurs sont d
U’équilibre, a linterface.

Une telle solution du probleme de Riemann couplé que ’on vient de décrire ci-
dessus, sera appelée de solution continue a l’équilibre du probléme de Riemann couplé.
Notre but est de construire des solutions de ce type. Pour ce faire, on considere les
ensembles

V1(Vy) ={ZL(07;V,, V) : V e Qur}

et
Vr(Va) = {Zr(0%;V,Vy) : V € Qur}.

Le premier correspond a I'ensemble des traces en ¥ = 0~ des solutions du probleme
de Riemann pour le systeme d’Euler, dont la donnée initiale est égale a Vj, pour x < 0,

le deuxieme a I'ensemble des traces en § = 0" des solutions du probléme de Riemann
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pour le systeme HRM homogene, dont la donnée initiale est égale a Vy, pour = > 0.
Il y a deux différences entre ces deux ensembles et leurs analogues Or,(Vy) et Or(Vj).
La premiere correspond au fait que V; et V, jouent ici des roles contraires a ce qu’ils
jouaient dans Or,(Vy) et Or(Vy), ce qui ne change pas essentiellement la structure des
deux paires d’ensembles. La deuxieme au fait que les traces dans 77 (respectivement
dans 7g) sont prises en ¥ = 07 (respectivement en § = 07), tandis que dans Of,
(respectivement dans Op), les traces sont prises en 07 (respectivement en 07). Celle-ci
est la différence essentielle entre ces deux paires d’ensembles, puisque elle correspond au
fait que les ensembles Of, et Op incluent des états correspondant a des discontinuités
stationnaires (c’est-a dire chocs ou discontinuités de contact de vitesse nulle), tandis
que dans 77, et dans ¥R ces états ne sont pas présents, comme 1’on verra dans la suite.

Une premiere étape pour I’étude du probleme de Riemann couplé est de décrire les

ensembles 77,(V,) et Vr(Va).

7.5.1 Les ensembles 77(V,) et 7r(Vy)

Une analyse analogue a celle faite pour les ensembles Oy, et Og, permet de conclure
que I'ensemble 77,(V;) est constitué de I'état V, et des états que I'on peut relier a droite
a Vj soit par une 1—onde de vitesse strictement négative, soit par une 1—onde suivie
d’une discontinuité de contact de vitesses strictement négatives, soit par une 1—onde
suivie d'une discontinuité de contact et d’une 3—onde de vitesses strictement négatives.
De la méme maniere, 'ensemble ¥z (V) est constitué de I'état V; et des états que 'on
peut relier a gauche a V; soit par une 4—onde de vitesse strictement positive, soit
par une discontinuité de contact suivie d’'une 4—onde de vitesses strictement positives,
soit par une 1—onde suivie d’une discontinuité de contact et d’'une 4—onde, toutes
de vitesses strictement positives. On introduit ainsi les ensembles suivants associés au
systeme d’Euler :

CA'B*(Vg) la partie de la courbe de 1—onde C})’L(Vg) correspondant & des ondes de
vitesse strictement négative, c’est-a-dire I'ensemble des états V' € Qy 1 que I'on peut
relier a Vj; a droite par une 1—onde de vitesse strictement négative ;

SB(VQ) I'ensemble des états V' € Qy 1, que I'on peut relier a V; a droite par une
1—onde suivie d’une discontinuité de contact de vitesses strictement négatives;

ﬁB(Vg) I’ensemble des états V' € Qy 1 que l'on peut relier a V, & droite par une
1—onde suivie d’une discontinuité de contact et d’une 3—onde, toutes de vitesses stric-
tement négatives.

On introduit aussi les ensembles analogues pour le systeme HRM :

(?é’+(Vd) la partie de la courbe de 4—onde Cé’R(Vd) correspondant & des ondes de
vitesse strictement positive, c’est-a-dire ’ensemble des états V' € €y r que 'on peut
relier a V; a gauche par une 4—onde de vitesse strictement positive;

Sér(Vd) I'ensemble des états V' € €y r que I'on peut relier a V; & gauche par une
discontinuité de contact suivie d’une 4—onde de vitesses strictement positives;

)}g (Vi) lensemble des états V' € Qy g que l'on peut relier a gauche a V; par une
1—onde suivie d’une discontinuité de contact et d’une 4—onde, toutes de vitesses stric-
tement positives. On peut alors conclure pour les ensembles 77 (V) et ¥r(Vy) une
caractérisation analogue a celle des ensembles O (Vy) et Or(Vj).
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Théoreme 7.4.
Soient Vy € Qv g, et Vg € Qy . Alors

VL(Vy) = {Va} UCH™ (Vo) USp(Vy) UV (V)

et
Ya(Va) = {(Va} UCHT (V) USE (Va) U VE (V).

Maintenant, les ensembles (%_(V;]), SB(VQ) et ]}B(Vg) peuvent se caractériser de
la méme maniére que les ensembles C}j’_(Vg), Sp(Vy) et V5 (Vy). 11 en est de méme
pour les ensembles (?é+(Vd), S’g(Vd) et f/ér(Vd) et pour les ensembles C?;’Jr(Vd), SE(Va)
et Vér (Vg). La différence entre les deux paires d’ensembles est que les « nouveaux »
n’incluent pas d’états correspondant a des ondes stationnaires. Nous allons alors énoncer
sans démonstration la proposition suivante.

Proposition 7.21.
Soit V, € Qv 1. Alors :

1. L’ensemble CAB*(VQ) est décrit par

. , L
(a) siug < Ppg(0) = — [ m, tout ’ensemble Cllj \E

(b) si @r,4(0) <uy < cg, les états V(p) € CgL(Vg) tels que p > pL.,(Vy);
(¢c) siug > cg, les états V(p) € CgL(Vg) tels que p > pL(Vy,);

2. L’ensemble SB(Vg) est ’ensemble

~

{(p,u,p) : (u,p) € Py~ (Vy), u<0, p>0};
3. L’ensemble Vy,(V,) est donné par
V5 (Ve) = {(pu.p) € Quyp, + V €Cl(V¥), V* € Sp(Vy)}

et vérifie
V5 (V) € {(p,u,p) € Qp, : u<0}.
De la méme maniére, soit Vg € Qy . Alors :
1. L’ensemble éé+(Vd) est décrit par
(a) siug < —cq, les états V(p) € C?;’R(Vd) tels que p > pa(Vy);

(b) si —cg <AUd < =Ppq(0) = [P mdq, les états V(p) € Cé’R(Vd) tels
que p > P, (Va);

(¢c) siug>—Pprq(0), tout ’ensemble Cé’R(Vd);

2. L’ensemble Saf(Vd) est ’ensemble

{(a,pyu,p) = (u,p) € PaT(Va), u>0, ac0,1], p>0};
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3. L’ensemble Vg(Vd) est donné par Uhypervolume correspondant, pour chaque o™ €
[0, 1], au volume de I’hyperplan o = o* situé au-dessus de la surface

u2ptp*
gl Pra(p)
) weamEyy w2 uwdt+ Pralp),
p > plu,p) =3 "
’1:2177 U < Ug+ (I)R7d(p)7

avec p* = p*(u,p) défini par

2 *
_|_
u =ug+ Pra(p*), u= ﬁ%,
— D+ pip*t
ot (u,p) appartient au quart de plan
u > 0, si ug < %cd,
u > Mf(ud - %f_lcd), sl ug > ,yd2_10d-

7.5.2 Le probleme de Riemann couplé dans la classe des fonctions
continues et a I’équilibre & l’interface

On s’intéresse désormais a ’étude du probleme de Riemann couplé dans la classe de
fonctions définie au paragraphe précédent. Nous commencons par montrer une propriété
qui met en évidence le fait que ’ensemble des solutions continues du probleme de
Riemann couplé est en bijection avec I’ensemble « 77,(Vy) N ¥r(Vy) » au sens suivant :

Proposition 7.22.
Soient Vy € Qy,1, Vg € Qg et V(%) une solution continue du probléeme de Riemann
couplé de donnée initiale (7.37). Alors, si on pose V=V (07) et @ = aeq(p(07)), on a
Ve 1(Vy) et (@, V) € Yr(Va).

Réciproquement, soient V. = (p,u,p) € Qv et @ = aeqy(p) tels que V € V1,(V,) et
(@, V) € Vr(Vy). Alors on peut construire une solution V(%) continue a Uéquilibre du
probléme de Riemann couplé telle que V(07) =V et V(0T) = (a,V), V ¢t > 0.

Démonstration.

Soit V(%) une solution continue du probleme de Riemann couplé. On a donc, par
définition, que V est la restriction a ’ensemble des z < 0 d’un probleme de Riemann
pour le systeme d’Euler et la restriction a ’ensemble des x > 0 d’un probléeme de
Riemann pour le systtme HRM. D’autre part, V' vérifie la condition initiale (7.37).
Ainsi, par définition des ensembles ¥7,(V,) et ¥r(Vy), on a V(07) € ¥1(V), cest-a-
dire V € 71(V,), et V(0T) € ¥g(V4). Comme la solution est continue en z = 0, on
a (@, V) = (aeq(p), p,u,p)(07) = (v, p,u,p)(07), de sorte que la condition V(0T) €
Yr(Vy) équivaut a (a, V) € ¥r(Vy).

Soient maintenant V. € Qyp et @ = aeq(p) tels que V € Y1(Vy) et
(@, V) € Yr(Vy). Alors, par définition de ces ensembles et par construction des en-
sembles (?1’*, 34’+, S* et ]A/i, on peut construire, d’un co6té, une solution VL(%) du
probleme de Riemann pour le systéme d’Euler, dont la donnée initiale est égale a V;, pour
x < 0, constituée de L—ondes de vitesse strictement négative et telle que V7,(07) =V,
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et, d’autre c6té, une solution VR(%) du probleme de Riemann pour le systeme HRM,
dont la donnée initiale est égale a V; pour x > 0, constituée de R—ondes de vitesse
strictement positive et telle que Vz(0") = (@, V). On considere alors la fonction

(g)_ Vi(%), §<0,
t Ve(%), %>o0.

On a bien, par définition de Vi et de Vg, que V est une solution du probléme de
Riemann couplé. D’autre part, on a

(p,u,p)(07) =V (07) =V (07) =V

et
(aapvuvp)(0+) = V(0+) = VR(0+) = (a’v) = (aeq(p)vp’UJ)) (0_)

On en déduit que V' est une solution continue a I’équilibre du probleme de Riemann
couplé. O

D’apres la proposition précédente, on peut construire toutes les solutions continues
a 'équilibre du probleme de Riemann couplé en étudiant I'intersection de ¥7,(Vj) avec
I’ensemble donné par la projection dans l'espace (p,u,p) de #r(Vy). On commence par
noter que

Sp(Vg) < {(prusp) € Qur - w <0}, Vp(Vy) © {(pyup) € Qup - u <0},
tandis que
SE(Va) € {(e,pu,p) € Qug : u>0}, VEV) C {(a,p,u,p) € Qup : u>0}
Ainsi, on a a considérer uniquement les cas correspondant &
aq = aeq(pg), Vg = (pd;ud;pa), (
(ceq(pg), Vy) € Cat (V) USE(Va) UVE (Va), (7.41
eq(pa) = 0, (pa,ua,pa) € Cp (Vo) U S5 (Vy) UV (Va), (
Vel (Vy) (aeg(p).V) € C5" (Va) USE (V) UV (Va), (
(0eq(p), V) € C5F (V). V € Sp(Ve) UV (V). (7.44

Nous allons décrire la (ou les) solution(s) continue(s) & I’équilibre du probleme de
Riemann couplé correspondant aux 5 cas présentés ci-dessus.
Le cas (7.40) correspond a la solution triviale

V(f) = Vo(z) = Vg = (pg:ug, Pg), x <0,
t Vd = (ad7pd7ud7pd)7 x> 0.

Puisque 'on a exigé que la solution soit a I’équilibre a 'interface, cette solution a lieu si
et seulement si la donnée initiale est a 'équilibre, c’est-a-dire ag = eq(pg) = aeq(pa)-
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Dans le cas (7.41), puisque (aeq(pg), Vy) € Pr(V4), la solution continue a 1'équilibre
du probleme de Riemann couplé est égale a V,; dans I’ensemble des < 0 et coincide
avec celle du probleme de Riemann pour le systeme HRM homogene de donnée initiale

(ceq(pg),Vy), x <0,

dans I’ensemble des = > 0. Cette solution est alors constituée de I'état V, et de R—états
séparés par R—ondes de vitesse strictement positive (correspondant & une, deux ou trois
ondes d’entre une 1—onde, une double discontinuité de contact et une 4—onde). Elle
est égale & (aeq(pg), Vy) en 0.

De maniere analogue, dans le cas (7.42), puisque (pq, uq,pa) € 71.(Vy), la solution
continue a 1’équilibre du probléeme de Riemann couplé coincide, dans I’ensemble des
x < 0, avec celle du probleme de Riemann pour le systeme d’Euler de donnée initiale

V(z,0) Vg, x <0,
x, =
(pd>ud,pa), x>0,

qui est égale & (pg, uq,pg) en 0~ et & Vy, pour z > 0. Cette solution est alors constituée
de L—états séparés par L—ondes de vitesse strictement négative (correspondant a une,
deux ou trois ondes d’entre une 1—onde, une 2—discontinuité de contact et une 3—onde)
et de I'état V. A nouveau cette solution a lieu seulement si la donnée initiale (7.37) est
prise a ’équilibre.

Dans les cas (7.43) et (7.44), il y a a étudier les plusieurs possibilités existantes.
On analyse les trois situations possibles correspondant au cas ou la condition (7.43) est
vérifiée. Si V € Qv 1, est tel que (7.43) a lieu, on se trouve dans 1'une des 3 situations
suivantes :

1. V e Cl (V) et (ae(p),V) € Cot (Va).

On remarque en premier lieu que si un état V est dans ces conditions alors il est
nécessairement unique, en vertu du fait que la courbe (%_(VQ) (déﬁnie par u = ug —
®r4(p), p = prg(p)) et la projection de la courbe CAéJ+(Vd) dans l'espace (p,u,p)
(déﬁnie par u = uq + Pr4(p), p = goR7d(p)) s’intersectent au maximum en un seul
point (p,u,p). De plus, par définition de éé+(Vd), on a aeq(p) = ag4. Dans ce cas,
la solution continue a I’équilibre du probleme de Riemann couplé est constituée, dans
I'ensemble des z < 0, des états V; et V, séparés par une 1-L—onde de vitesse strictement
négative et, dans ’ensemble des z > 0, des états (aeq(ﬁ),V) = (ad,V) et Vy, séparés
d’une 4- R—onde de vitesse strictement positive.

2.V €Cp (V) et (aeg(p), V) € SE(Va).

On remarque a nouveau qu'un état V vérifiant ces conditions est unique, puisque (@, p)
appartient alors aux deux courbes 755_(‘/;,) et ﬁé’+(Vd), qui s’intersectent en un seul
point, et p est défini par p = ¢r 4(p) (mais cette fois-ci, on n’a pas forcement p =
©rd(P) ). Dans ce cas, la solution continue & ’équilibre du probleme de Riemann couplé
est constituée, dans I'ensemble des z < 0, des états V;, et V séparés par une 1-L—onde
de vitesse strictement négative et, dans ’ensemble des = > 0, des états (aeq(ﬁ),V) et
Va, qui sont séparés d’une discontinuité de contact suivie d’une 4-R—onde (qui peut
étre d’amplitude nulle) de vitesses strictement positives.
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3.V eC5 (V) et (aeq(p), V) € VE (V).

Cette fois, un tel état n’est pas unique car I’ensemble correspondant a la projection
de )A)Z;F(Vd) dans lespace (p,u,p) peut contenir une partie de la courbe C})’_ (V). Pour
chaque V vérifiant ces conditions, la solution continue & ’équilibre du probleme de
Riemann couplé est constituée, dans ’ensemble des x < 0, des états V; et V séparés
par une 1-L—onde de vitesse strictement négative et, dans ’ensemble des x > 0, des
états (ozeq (n), V) et Vy, séparés d’'une 1-R—onde suivie d’une discontinuité de contact et
d’une 4-R—onde (qui peuvent étre d’amplitude nulle) de vitesses strictement positives.
Du fait qu’'un tel état V n’est pas unique, il peut exister plusieurs solutions de ce type.

La cas (7.44) conduit & deux situations symétriques :

1. Si lon suppose V tel que (aeq(ﬁ),V) € (?é’Jr(Vd) et V e S’B(Vg), alors la solution
continue a 1’équilibre du probleme de Riemann couplé est constituée, dans I’ensemble
des z > 0, des états (ag, V) et Vg, séparés d'une 4—R—onde de vitesse strictement
positive et, dans I’ensemble des = < 0, des états V, et V séparés d'une 1—L—onde
(éventuellement d’amplitude nulle) et d’'une L—discontinuité de contact de vitesses
strictement négatives. Un tel état V est nécessairement unique, pour les mémes raisons
que ci-dessus, et est défini par (u,p) € 7511)’7(1/9) ﬂﬁé’Jr(Vd), P =¢RrdD), avec aey(p) =
ag, par définition de I’ensemble ééj+(Vd).

2. Si I'on suppose V' tel que (aeq(p),V) € (fé’+(Vd) et V € V5 (V,), alors la solution
continue a I’équilibre du probleme de Riemann couplé est constituée, dans ’ensemble
des z > 0, des états (ag, V) et Vg, séparés d'une 4—R—onde de vitesse strictement po-
sitive et, dans I’ensemble des x < 0, des états V; et V séparés d'une 1—L—onde, d’une
L—discontinuité de contact (éventuellement d’amplitudes nulles) et d'une 3 — L—onde
de vitesses strictement négatives. Comme dans la situation 3 ci-dessus, il peut exister
plusieurs solutions de ce type, du fait qu’en général I'intersection de la courbe éé+(Vd)
avec ’hypervolume défini par le produit de I’ensemble 195 (V) avec I'hyperplan a = a*
correspond & un continuum de points.

Si V(%lest une solution continue a I’équilibre du probleme de Riemann couplé, on
note alors V.=V (07) et (@, V) = V(0") = (aeq(p(07)),V(07)). On peut ainsi énoncer
le théoreme suivant :

Théoreme 7.5.
Soient Vy € Qv et Vg € Qyr. Alors, le probléme de Riemann couplé continu et a
U’équilibre a l’interface admet une solution si et seulement si une des trois conditions
(7.40)-(7.42) se vérifie ou il existe V € Qv p, tel que une des deuzx conditions (7.43),
(7.44) se vérifie. Une telle solution est constituée au plus de 6 états constants séparés
par une 1 — L—onde et par une, deux ou trois R—ondes ou séparés par une, deuxr ou
trois L—ondes et par une 4 — R—onde.

De plus, si V(%) est une solution continue a [’équilibre du probléme de Riemann
couplé, alors on se trouve dans l'une des situations suivantes :

1. (ceq(pg),Vy) = Va et V est la solution triviale V (£) = Vo(z), V (x,1).

2. (aeq(py), Vy) € CoT(Va) U SE(Va) U VA (V). Alors V(07) = V,, V(0F) =
(aeq(pg),vg) et V est constituée d’une, deuxr ou trois R—ondes. Une telle so-
lution est unique.
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3. (payua,pa) € Cp~(Vy) USH(Vy) UVp(V,) et ag = aeglpa). Alors V(07) =
(pasug,pa), V(0T) = Vy et V est constituée d’une, deux ou trois L—ondes. Une
telle solution est unique.

4.V € Ch (V) et (aeg(p),V) € CHT(Va). Alors V(0©) = V, V(0F) =
(cteq(p), V) = (g, V) et V est constituée d’une 1 — L—onde et d’une 4— R—onde.
Une telle solution est unique.

5.V €Cp (V) et (aeg(p), V) € S(Va). Alors V(07) =V, V(0F) = (aeq(p), V)
et V est constituée d’'une 1 — L—onde et de deur R—ondes. Une telle solution est
UNIQUE.

6.V € éllj_(‘/;,) et (aeq(p), V) € V& (Va). Alors V(07) =V, V(0F) = (ceq(p), V) et
V est constituée d’une 1 — L—onde et de trois R—ondes. 1l peut exister plusieurs
solutions de ce type.

7. (0eq(p), V) € CGT(Va) et V € Sp(Vy). Alors V(07) =V, V(0F) = (ae(p), V)

= (aq,V) et V est constituée de deur L—ondes et d’'une 4 — R—onde. Une telle
solution est unique.

8. (eq(P),V) € CGT(Va) et V € Vip(Vy). Alors V(07) =V, V(07) = (cweg(p), V)

= (g, V) et V est constituée de trois L—ondes et d’'une 4 — R—onde. Il peut
exister plusieurs solutions de ce type.

7.5.3 Commentaires sur la condition d’équilibre

La condition d’équilibre & I'interface, a(0") = aeq(p(0T)), s’avere parfois restrictive.
Dans ce paragraphe nous nous intéressons aux solutions continues du probleme de
Riemann couplé ne vérifiant pas nécessairement cette condition, c’est-a-dire, ne vérifiant
que la condition de continuité en (p,u, p),

(p,u,p)(07) = (p,u,p)(07). (7.45)

Dans ce cas, une fonction V(%) dans les conditions que 'on a considérées jusqu’a
présent dans cette section (c’est-a-dire la restriction aux ensembles des z < 0 et des
x > 0 de solutions du probleme de Riemann pour le systeme d’Euler et pour le systeme
HRM, respectivement) ne vérifie pas forcément les conditions de couplage. On doit
alors imposer de plus que les contraintes de couplage (7.3) se vérifient. Puisque on a
(7.45), les conditions (7.3) se réduisent a

(, p,u,p)(07) € Or((eq(p), pu, p)(07))- (7.46)

Si 'on raisonne comme au paragraphe précédent, on conclut que le probleme de
Riemann couplé continu a l'interface admet une solution V(%) si et seulement si il
existe @ € [0,1] et V € Qy 1, tels que

Ver(Vy), (@V)er(Vy),
et vérifiant maintenant la condition

(@, V) € Or(ae(p), V), (7.47)
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F1G. 7.6 — Solutions possibles du probleme de Riemann couplé
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avec V(07) =V, V(0") = (a(0%), (p,u,p)(01)) = (@, V).

Analysons la condition (7.47). L’ensemble Or(cveq(p), V) est Pensemble des traces,
en § = 07, des solutions du probléme de Riemann pour le systéme HRM homogene dont
la donnée initiale est égale a (aeq(ﬁ),V), pour z < 0. Comme l’on a vu au paragraphe
7.4.1, cet ensemble est constitué de I’état (aeq(ﬁ),V) et des états que 'on peut relier
a droite a (aeq(ﬁ),V) par une 1—onde de vitesse négative ou par une 1—onde suivie
d’une discontinuité de contact de vitesses négatives ou par une 1—onde suivie d’une
discontinuité de contact et d’'une 4—onde de vitesses négatives. La condition (7.47) n’est
alors satisfaite qu’en deux cas :

— si @ = aeq(p). Ce cas correspond au cas analysé au paragraphe précédent.

— si (@, V) est la trace d’une solution non-triviale d'un probléme de Riemann et, dans
ce cas, les états (aeq(ﬁ),V) et (@, V) ne peuvent étre reliés que par une discontinuité
de contact, qui doit étre alors de vitesse négative, c’est-a-dire w doit étre négatif.
Alnsi, si @ # aeq (ﬁ), la condition de couplage (7.47) est vérifiée si et seulement si u < 0.

On conclut donc que le probleme de Riemann couplé continu admet une solution si
et seulement si il existe V = (p,%, D) tel que V et @ = a(0") vérifient

{v e 1.(Vy), @V)e ¥a(Vy) {v e 1.(Vy), @V)e ¥a(Vy)
<

)
0.

S \

(av V) € OR (O‘eq (ﬁ),V) a = O‘eq (ﬁ)
On est ainsi amené & étudier les conditions
V e {V} UCE™ (V) US,(Vy) UV (V)

B ) (7.48)
(@ V) € {(Va} UCHT (Vo) USE(Va) UVE (Vi)

avec la condition supplémentaire
a=aq(p) Vu<o.

La condition (7.48), @ = g (ﬁ), correspond a I’étude faite au paragraphe précédent.
La condition (7.48), u < 0, impose que la valeur de a en 07 ne peut ne pas étre &
I'équilibre que si u(07) = u(0T) < 0. Son étude conduit & des conditions similaires
a (7.40)-(7.44) et on obtient ainsi, au plus des solutions données par le théoréme 7.5,
les solutions suivantes du probleme de Riemann continu qui ne sont pas a 1’équilibre a
Iinterface :

1. Si Vg = (pa, ua,pa) et ug = uq < 0, la solution trivial V(%) = Wo(x), V (x,t).

2. Siug =uqg < 0et (a,Vy) € (?é’Jr(Vd) U Sér(Vd) U ]A)g(Vd), la solution V' =V,
pour z < 0, et telle que V(01) = (6, Vg). V est constituée d’une, deux ou trois
R—ondes en x > 0. Il peut exister plusieurs solutions de ce type correspondant
au cas ou une des R—ondes est une discontinuité de contact (dans ce cas @ est
arbitraire).

3. Si (pd,ud,pd) € C (V) USL(Vy) UVL(V,), ug <0 et (@, V) = Vg, la solution
V telle que V = Vd, pour z > 0, V(0 ) (pd, ud, pg) et qui est constituée d’une,
deux ou trois L—ondes. Une telle solution est unique.

4. SiV e (%_(Vg) et (a,V) € éé+(Vd), avec u < 0, la solution V telle que V(07) =
V, V(0M) = (@,V) = (aq, V) et qui est constituée d'une 1 — L—onde et d’une
4 — R—onde. Une telle solution est unique.
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5.8V e (?B_(Vg) et (@, V) € S’g(Vd), avec u < 0, la solution V telle que V(07) =
V, V(0") = (@, V) et qui est constituée d’une 1 — L—onde et de deux R—ondes.
Il peut exister plusieurs solutions de ce type, puisque @ est arbitraire.

6. SiV e (%_(Vg) et (@,V) € Vi (Va), avec @ < 0, la solution V telle que V(07) =
V, V(0") = (@, V) et qui est constituée d’une 1 — L—onde et de trois R—ondes.
Il peut exister plusieurs solutions de ce type.

7.8 (@,V) e éé’+(Vd) et V€ S5 (V,), avec @ < 0, la solution V telle que V(0~) =
V, V(0T) = (ag, V) et qui est constituée de deux L—ondes et d'une 4 — R—onde.
Une telle solution est unique.

8. Si (a,V) e (féfL(Vd) et V€ V;,(V,), avec @ < 0, la solution V telle que V(0~) =
V, V(07) = (ag, V) et qui est constituée de trois L—ondes et d'une 4 — R—onde.
Il peut exister plusieurs solutions de ce type.

En résumé, on peut obtenir des solutions V' continues du probleme de Riemann

couplé avec une valeur de a qui n’est pas a 1’équilibre a l'interface uniquement si V'
vérifie u(07) = u(01) <0.



ANNEXE A

Démonstration des lemmes 7.6 et 7.7

A.1 Démonstration du lemme 7.6

Il faut étudier ’ensemble engendré par la courbe Cgf(V*) lorsque p* parcourt
v*p* [ _ [(v*—l)p* v*p*
’U,*Q 2u*2 9 u*2

D:g , —I—OO[. Pour p* appartenant au premier intervalle ci-dessus, la partie admissible

Uintervalle [p:m-n(a*,u*,p*), [ et lorsque p* parcourt l'intervalle

de la courbe CgR(V*) est définie par les états V(p), p < p4(V*), autrement dit par une
partie de la branche choc de la courbe, celle associée a des chocs de vitesse négative.
Pour p* appartenant au deuxieme intervalle, la partie admissible de la courbe Cé’R(V*)
est définie par les états V(p), p < pflet(v*), et est composée de toute la branche choc,
correspondant aux valeurs de p < p*, et d’une partie de la branche détente, correspon-
dant aux valeurs de p* < p < pflet(V*).

Nous allons démontrer le lemme en plusieurs étapes.

§ 1. Projection dans le plan (u,p) de l’ensemble engendré par la partie choc admis-

. 47_ . * ok
sible de la courbe C;;~ (V*) lorsque p* warie entre py... et 7up2 .

Pour chaque V* fixé, d’apres la proposition 7.5 (en faisant V* jouer le role de Vp ), la
partie choc admissible de la courbe Cé’f (V*) est composée des états (a, p,u, p) tels que
a=a" et

u=u*—+/(p—p)(m* —b.(a*p), T=b(a"p), p<pe(VF),

oll
2 *
bo(a”,p) = 7L
D+ DTk
et pH(V*) = “T**Q (1 — p?) — p*p2. Or en utilisant la relation (7.17) (& nouveau en rem-

placant les états 0 par les états %), on obtient que la projection dans le plan (u,p) de
cet ensemble est la courbe

* * Vl_:uz U*Q
u=u"—(p —P)m7 0<p< pu (1—/13)—]?*,“3- (A1)
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On remarque que & p fixé, (A.2) définit v comme une fonction croissante de p* et

que deux courbes différentes données par (A.2) pour des valeurs de p* différentes, ne
(" =1)p*

s’intersectent pas. Or, lorsque p* — pJ;, = ~5—9—, on a
u*? 2 . 2 (v —1)p* . 9
() e (L ) - P
-1 2 * * 2
=y sl e
= (),

de sorte que, puisque u* <0,

VAt 1-
u— u* —p* M* _ 14 M* / 7
’Y*lp u* 71

2

On conclut ainsi que, a la hrmte pr = pPrin, la prOJectlon dans le plan (u,p) de la
partie choc de la courbe C ~(V*) se réduit au point (u = NQ ,p = 0). D’autre part,

lorsque p* — 7*”2 , 0N a

*2 * *
— (L= p2) = p'pd — (v(L—p2) — p)p :( - )p =p

T Y+l oy +1

et la projection dans le plan (u,p) de la partie choc admissible de Cé’_(V*) est ca-
ractérisée par

1 — p2
u=u" {1+ —p|———5— ], 0<p<p" A2
( ( ) \/v*p*(p+u2p*)> (A2

§ 2. Projection dans le plan (u,p) de l’ensemble engendré par la partie choc admis-
sible de la courbe C ~(V*) lorsque p* varie entre Tt et +oo0.

On fait maintenant p* varier entre 2P e - et 400, ce qui correspond a avoir u* < —c*

La branche de la projection dans le plan (u,p) de la courbe CD (V™) correspondant
a la partie choc est encore donnée par (A.1), pour 0 < p < p*. D’une part, lorsque
pr = ”gf’;, on retrouve la courbe (A.2). D’une autre part, lorsque p* — 400, on
trouve que u — u* et (A.1) s’approche ainsi du segment

u=u", 0<p<p_
On peut conclure que, lorsque p* varie entre p? . et 400, les courbes (A.1) verrouillent
de facon croissante une région du plan comprise entre le segment précédent, a droite,
et une courbe limite, & gauche, définie par les équations

* (p*—p) \ 1—p2
| VerVptuip (A.3)
Y (1= pd) — pud.

uUu=1mu

p:
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Montrons que cette courbe est la courbe u = u*p*h.(a*;p) = %E’;;p), 0 < p < p¥
correspondant & la courbe des chocs de vitesse nulle. D’apres (A.3), on obtient, d'un
coté,
o =) —pd)
(u—w*)?(p+ pip*)’

et, d'un autre coté,
. Py

w1 —pd)’

En identifiant les deux expressions précédentes, on déduit

(p* —p)?(A—p2)?*  (p+pip*)?

(’U,— u*)2 - U*2

et, puisque v < u* <0 et p < p*,

(p* —p)(L—pd) _ p+pidp*
u— u* ut
On résout cette équation en u et on déduit finalement
u* * 2
‘o ;p+ :;;Ip) =" p*ha(a”;p).
*

La projection dans le plan (u,p) de 'ensemble engendré par la partie choc de la
courbe C%f(V*), lorsque p* varie entre py . et +oo correspond alors a la région du
plan

w(P*+ulp) _ ok % o) < 4y < ot
W—uph*(am)_u_u, A
4
0<p<p- .
p
,,,,,,, p*
///
u

F1G. A.1 — Projection dans le plan (u,p) de 'ensemble engendré par la partie choc de
4 - * k : >k
la courbe C5~ (V*), lorsque p* varie entre p; . et +o00.
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§ 3. Projection dans le plan (u,p) de l’ensemble engendré par la partie détente de
la courbe Cé_(V*) lorsque p* warie entre Th- et +o0.
Nous décrivons ensuite la projection dans le plan (u,p) de ’ensemble engendré par la

partie détente de la courbe Cg_(V*) lorsque p* varie entre 7“,3'; et +o00. La branche
détente admissible correspond a la courbe
* /p 1 d
u=u —+ — dg
p* (pC) (Ol*, q, S*)
2
=u' + — 1(c(a*,p,$*) —C*), p* <p§p§et(V*), (A.5)
/7 —_—
oll péet(V*) est donné par 'intersection de cette courbe avec la courbe u = —c(a*, p, s*),
c’est-a-dire la solution de
2
w g (e Pl (V),57) — ) el (V). 57) = 0.

On rappelle que la fonction c(a*, p, s*) est donnée par (cf. (7.15))

*

y —1
C(Oé*,p,S*):C*(Z%) 2y .

On en déduit (on omet V* dans pj,(V*) et dans ¢}, (V*) pour simplifier la notation)

v -1, 2
u + c

*
’

4 4 * 4 *\
Clet _cdet(a y Pdets S )_ -

c’est-a-dire

*

4 7 —1 * *
To —1 2
(?Ldet> Y U : (A.6)
et F_q 5
4 4 Tk *
Udet = —Cdet = (A7)

ut — c.
v+ 1 v +1

On étudie ainsi 'ensemble engendré par la courbe (A.5), ou, de maniére analogue, par
la courbe

2 A
% * Y * 4
u=u +7*_1c ((E> —1), D" <D < Dgets (A.8)
lorsque p* varie entre 15 et +00. On remarque que la dépendance des courbes (A.8)
y'p*

en p* a lieu a travers c*. Ainsi, lorsque p* — -5 on a

X gk
oo T
p
(rappelons que u* < 0) et donc ¢}, — ¢, puis p3, — p*. La courbe (A.8) se réduit

ainsi au point (u = u*, p = p*). Lorsque p* — 400, on a ¢* — 0 et donc pj,, — +0o0
et la courbe (A.8) s’approche du segment de droite

*

u=u", p°"<p<-+oo.
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On remarque maintenant que, dans le plan (u, p), les courbes (A.8) définissent p comme
une fonction croissante de u et telle que p”(u) < 0, et croissent avec ¢* (dans le sens des
valeurs de u croissantes) et décroissent donc avec p*. De plus, chaque branche de détente
admissible, donnée par (A.8), correspondant & chaque valeur de p* € P:g ) —i—oo[, est
une courbe qui a par origine le point (u*,p*) et qui se termine au point (ul_,,pi.;) =
(ud.;s Pher)(V*) (ce point varie donc avec p*). L’ensemble engendré par la branche

détente admissible de la courbe Cé’*(V*), lorsque p* varie, décrit alors la région du
plan comprise entre le segment de droite u = u*, p* < p < 400 (la courbe limite
correspondant & p* = 400) et la courbe, que 'on peut paramétrer par p*, décrite par
les points (uj,,(V*),ph.,(V*)). Or, d’aprés (A.7), on a

(7" + Duger = (7" = Du* — 2¢%,

soit

g (=D = (" + gy
2

En éliminant ¢* de I’équation (A.6), on trouve

7) 2t 2u36t )
p* (v — Du* — (v* + L)uj

Dans le plan (u, p), la courbe décrite par (uj,,(V*),p3..(V*)) a alors par équation

2~*

J -1
(v =Dp >~

2u -1
p=p"| — —u=u" — —
(’7* - 1)U* - (/7* + 1)U (,y* + ]_)p’YQ’Y*l _ 2p* ’YQ,\/*l

On remarque que, lorsque p — p*, on a u — u* et, lorsque p — +o0, on a u —

Y =1, % 2, %
Lqut = piut.

L’ensemble balayé par la branche détente admissible de la courbe Czl;_ (V*) est ainsi
la région du plan comprise entre le segment de droite u = u*, p* < p < 400 et la
courbe ci-dessus, c’est-a-dire, la région du plan
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F1G. A.2 — Projection dans le plan (u, p) de ’ensemble engendré par la partie admissible
de la courbe C;‘S_(V*), lorsque p* varie entre p! . et 400 (pour p < p*, ensemble
engendré par la partie choc admissible, pour p > p*, ensemble engendré par la partie
détente admissible).

§ 4. Surface engendrée par la partie admissible de la courbe C%)’_(V*), lorsque p*
varie entre pf . (o, u*, p*) et +o0.
Il reste a caractériser la surface engendrée par la partie admissible de la courbe C%_ (V*),
lorsque p* varie entre p; . et 4+00. Dans le cas d'un choc reliant V* et V, on a

b= 1 _p*p+uip*
bx(a*;p) p2p +p*

Soit alors (u,p), p < p*, dans I’ensemble (A.4). Par construction, (u,p) appartient a
une et une seule courbe de 4—choc (A.1), c’est-a-dire,

u=u"—(p" —p)——F—s—,
Vb + pp
pour un certain p* > p#,,, donné par
1—pu?
(u—u*)?=(p* —p)’ ——5—,
p*(p + 12p*)

soit
g Lo o)
(u—u*)? p+ pzp*

On a donc
_l—pk (" —p)?
(u—u*)?p* +pip’

(A.10)

et on conclut que ’équation de la surface engendrée par la partie choc admissible de
la courbe C;")’_ (V*) est donnée par (A.10), avec (u,p) appartenant a la région du plan
(A.4). Tl reste & étudier la surface engendrée par la partie détente admissible de la
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courbe Cé’_(V*), lorsque p* varie de fg* a +o00. Dans le cas d’'une détente reliant V*

et V,on a

1
p %
p=pla*,ps)=p" <F) T
A nouveau, étant donné (u,p), p > p*, dans 'ensemble (A.9), il existe une et une seule
courbe de 4—détente (A.5) a laquelle (u,p) appartient, donnée par

u=u*+ e (c(a*,p, s) — C*>7
pour un certain p* > fg*, ou, ce qui revient au méme, pour un certain c* € [0, —u*],
donné par
o -1 u—u*
2 p %=
(&) =" -1
soit
o — ’7* — 1p* 72%1 u—u*
2 T e
p
On en déduit . .
L P bt )
p 0*2 (7* _ 1)2 (’LL _ u*)?
et donc " ( o ) *_1)
__ Y L —p
P T ey (A

L’équation de la surface engendrée par la partie détente admissible de la courbe Cé’_ (V*)
est donc donnée par (A.11), ot (u,p) appartient a la région du plan décrite par (A.9).
Ceci finit la preuve du lemme.

A.2 Démonstration du lemme 7.7

On commence par décrire I'ensemble engendré dans le plan (u,p) par le domaine
D(a*,u*, p*), lorsque (u*,p*) parcourt la courbe (7.32)

u* = Ug — (I)R,Q(p*)a u” < 07 p* > p}nzn(v;])

On considere alors la courbe (7.33) :

2 *
iptp
U'*Z_i_uzp*? 0<p§p*7
u(p) = 1
*_1 2
u* Gl ,Y*_)f =1, P Z p*'
(v*+1)p 2% —2p* 27
On a, d’une part,

w (L=p2) (1+p3)p «
ou R T R O<p=p
Op* - « (v =1)? pWQW_*l *

u * *_1 y*—1 p Z p Y
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de sorte que gg < 0, Vp. D’autre part, il est évident que, a p fixé, (gﬁ > 0. Ainsi,
puisque u* croit inversement a p* le long de la courbe (7.32) (autrement dit, u* décroit
lorsque p* croit et inversement), il est clair que le domaine D(a*,u*, p*) se déplace
de maniére monotone vers les valeurs de u* décroissantes, quand u* décroit le long
la courbe (7.32) (si u™* < w*, alors le domaine D(a*,u**,p**) est « a gauche » de

D(a*,u*,p*).)

D’autre part, il est clair que, a p fixé, lim u(p) = —oo. Ainsi, le volume cherché se
u*——o00

projette dans le quart de plan (u < 0,p > 0) suivant la région du plan limitée a droite
par la frontiere de droite du domaine D(a*,u*,p*) correspondant au point (u*,p*) de
(7.32) associé a la valeur de u* < 0 maximale. D’apres la proposition 7.15, il y a a

fod s : __(Pg 1 _ [Pg 1
distinguer trois cas, selon que uy; < — [ e 0 pe < g < Cgouug > cy.

. I R : 2 _
Siug < 0 pe © est-a-dire, si uy, < 2 =1Cas alors toute la courbe de 1—onde

(7.32) correspond a des ondes de vitesse négative. La valeur de v* maximale est ainsi

7 k N * _ p!] 1 _ 2
donnée en prenant p* = 0 et correspond & la valeur uh, ., = ug + [ - = ug + 5.=1C"

< 0. Si (u*,p*) = (u)0,0), (7.33) est la droite

: *
On a bien u s

max

u = :U’zu:naa:? p>0,
et le volume engendré par les surfaces (7.31) se projette alors suivant le quart de plan
u < p2ult, ., p>0.

Si— fg’g i < ug < ¢g, c’est-a-dire si —#cg < ug < ¢g4, alors la courbe de 1—onde
Cllj’*(Vg) correspond aux états V(p) avec p > pl_,(Vy). Sur les points de lej’f(Vg), la
valeur de u* maximale correspond ainsi & la valeur u*L.,(V,) := u*(B},,(Vy)) = c,, par
définition de p}_,(V,). Comme ¢, > 0, la valeur de u* maximale admissible est alors
obtenue en posant w,,.. = 0, ce qui correspond a une valeur p},.. = p*(u,,.) > 0. Si

(u*,p*) = (U}0zs Pinaz), (7-33) se réduit a la droite

max’
u=0, p>0,

et le volume engendré par les surfaces (7.31) se projette alors suivant le quart de plan
u<0, p>0.
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Il reste a analyser le cas uy > c¢4. La partie admissible de la courbe de 1—onde
correspond maintenant aux états V(p) avec p > pL(V,). La valeur de u* maximale
correspond ainsi & la valeur u*(V}) := u*(BL(V,)) = ugpghy(PL(Vy)), par définition de
pL(Vy). Puisque ugy > ¢4 > 0, cette valeur est positive et la valeur maximale admissible
est & nouveau obtenue en posant u},,. = 0. Encore une fois, le volume engendré par les

surfaces (7.31) se projette suivant le quart de plan u < 0, p > 0.

On détermine maintenant le volume engendré par les surfaces (7.31) lorsque (u*, p*)
parcourt la partie correspondant aux valeurs de u* < 0 de la courbe de 1—onde (7.32).
Pour ce faire, on considére (u,p) appartenant au quart de plan v > u} .., p > 0.
Il y a lieu & distinguer si (u,p) est au dessus ou au dessous de la courbe de 1—onde
(7.32). On commence par supposer que (u,p) est situé au dessous de celle-ci, c’est-a-
dire, u < ug — ®Pr4(p). Le but est alors de décrire comment varient en fonction de
(u*,p*) toutes les surfaces (7.31) auxquelles (p,u,p) puisse appartenir. On raisonne
premierement en terme des domaines D(a*, u*, p*). Or les domaines qui incluent (u, p)
sont, d’abord, celui correspondant & u* = u, p* = p*(u) donné par u = uy — Pp4(p*),
le domaine D(a*,u,p*(u)). Puis celui correspondant a la valeur de u* maximale telle
que le bord de gauche de ce domaine contienne le point (u,p). Le point u* est tel que,
pour wx > u*, (u,p) ¢ D(a*,u*,p*) et est donné par l'intersection de la courbe (7.32)
avec la courbe d’équation u = u*p*h.(a*;p) qui passe par (u,p). Les autres domaines

ossibles correspondent a tous les domaines D(a*, u*, p*), avec u < u* < u*.
) ) )

p

u

On remarque maintenant que la valeur que la surface p(-,-; *, u*, p*) prend au point
(u,p) est issue, pour le domaine D(a*, u,p*(u)), de la valeur p* = +o00, et, pour le
domaine D(a*,u*,p*), de la valeur p* = %p*. Pour les domaines comprises entre les
deux, d’une valeur p* qui décroit avec u*. Or

1—pf (p*—p)?

u—u*)? pip + p*

plu,p;a*,u*, p*) = (

est une fonction qui croit lorsque (u*, p*) se déplace dans le sens des u* décroissants le
long de la courbe P~ (V,), pour p < p* :
9p _ 2(1— pd)(u—u*) (p* — p)?

= <
du* (w—w)t  pip+p*
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puisque u < u*, et

op  1—p? (p*—p)* + 2ui+1)p)

- > 0.
op*  (u—u*)? (12p + p*)?

puisque p < p*. On obtient ainsi que, pour tout u* €Ju, u*, [
plu, p; ™, u*, p*) < plu, p;a*, u*, p*) < p(u, p;a*, u, p*(u)).
Or , d’une part,
p(uapv Oé*, u7p*(u)) = +OO

et, d’autre part, comme (u*, p*) vérifie

on a
. Jlptpt—p— it
u—u =u_ 2%
p+ p2p*
L(p*—p)(1—p2)
P+ p2p*
(p* —p)(1 — p2)
w2p + p*

Il
S

de sorte que

(1= ) (p" — p)*(p + p*)?
w?(p* = p)*(1 — pi2)*(u3p + p*)
13p + p*
u?(1—pd)
On conclut donc que a o* fixé, lorsque (u*, p*) parcourt la partie de la courbe de 1—onde
Cll%’_ (V) correspondant aux valeurs de u < 0, les surfaces p(u, p; o, u*,p*) balayent,

pour (u,p) au dessous de la courbe (7.32), la région de l'espace située au dessus de la
surface

p(u,p; o™, u*, p*) =

Hatu.p) = 13p + p*
p i )p U2(1 _ qu)’
ou p*(u,p) est donné par
LI+

u =uy,+ Pr(p*), u=u"——5—.
! — p+ pip*

On suppose maintenant que (u, p) est situé au dessus de la courbe (7.32), c’est-a-dire

u > ug — Pp 4(p). Comme précédemment, les domaines auxquels (u,p) peut appartenir

sont, d’abord D(a*,u*,p*), avec u* = u et p* = p*(u) solution de u = uy — ®p 4(p*),

puis D(a*,u*,p*), ot u* est la valeur minimale de u* telle que le bord de droite du
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correspondant domaine contient le point (u,p), puis tous les domaines D(a*, u*,p*)
tels que u* < u* < u. On remarque que u* vérifie la propriété que, si u* < u*, alors
(u.p) ¢ D(a*,u*,p*) et P = P¥(u,p) est donné par

0l - _ -
(y*+p 27" =2p* 27
Or, d’une part
p(u, p;a”, u, p*(u)) = +oo.

D’autre part,

« ror st . o1
Sy T =2t T (- L)p
*_ *_1
(" + 0P — 2
T p% —F%
= ’U‘* * *_1
(v +p 7 —2pF =
2u e e
:( * 1) ”5*1(p27 ),
v —=1)p>*
de sorte que
B L 4’}/* N (p"/;’y_*l _p* ’Y2/_/_* ) i 9 ’Y* 1
plu,pia’,ut, p*) = ———5p 7 s wol (VU Db L
('.Y - ) 4U2(p = 27 )2
_'p
o2
Maintenant, puisque pour p > p* on a
*—1 I |
op 4y* 1 2(u— u*)(pvh* —p* e )2 =0
g p'Y
ou*  (y*—1)2 (u—u*)4
(vu que u > u*) et
A S s | I A |
op 4y 1 =2p*T BT (p T —pt T )
o~ -2 (u—u)? =0

on conclut que, pour tout u* € [u*, ul,
On en déduit

*

Yp
2 < Plu,pra’,ut,pt) < oo,

et donc, lorsque (u*, p*) parcourt la partie de la courbe de 1—onde C}%’_(V}}) correspon-
dant aux valeurs de u < 0, les surfaces p(u, p; a*, u*, p*) balayent, pour (u,p) au-dessus
de la courbe (7.32), la région de I'espace située au dessus de la surface

~ 7'
pla*;u,p) = 2
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